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Vorwort. 



Als der Verfasser zu Anfange dieses Jahres seine Theorie 
elastischer Körper herausgab; sprach er die Absicht aus^ eine Samm- 
lung einschlagender Aufga!)en folgen zu lassen. Diese Sammlung 
bildet den Inhalt des vorliegenden Werkes. 

Die Aufgaben sollen \9eiterer Klarstellung der Grundbeziehungen 
wirklicher Körper dienen, praktische Anwendungen derselben zeigen, 
Anknüpfungspunkte für speciellere Entwickelungen bieten und über- 
haupt möglichst vielseitig nützen; dementsprechend ist die Aus- 
wähl getroffen. Allzu umfangreiche Untersuchungen mussten dabei 
ausgeschlossen bleiben. Auch auf weitgehende Ausnutzung solcher 
Gebiete, welche anderwärts ausführlich behandelt sind, wurde ver- 
zichtet. Die eingestreuten Literaturnachweise 'können den Weg zu 
zweckmässigen Ergänzungen zeigen. 

Bei der Bearbeitung zeigte sich aufs Neue, wie günstig die 
Form von Aufgaben ist, wenn man von den allgemeinen Lehren zu 
Anwendungen übergeht. Die fast immer nöthigen Voraussetzungen 
der Losungen lassen sich in der Aufgabenstellung berücksichtigen, 
sodass die Schärfe der Ableitungen gewahrt bleibt. Zu jeder Auf- 
gabe ist angegeben, nach welchem Paragraphen der Theorie elastischer 
Körper ihre Einschaltung gedacht war; doch sind auch andere Ver- 
theilungen möglich, und selbst unabhängig von jenem Werke dürfte 
die Aufgabensammlung Dienste leisten. Li vielen Aufgaben findet 
man eine Reihe von Fällen behandelt, wodurch Gelegenheit zur Ab- 
stufung der Ansprüche an selbständige Leistungen des Lernenden 
geboten ist Weitere Fälle und Zahlenbeispiele können mit Leich- 
tigkeit angeschlossen werden. 



a* 



— IV — 

Schliesslich sei erwähnt; dass der Verfasser nicht alles yon ihm 
Gewollte bereits erreicht hat. Da aber eine Sammlung der vor- 
liegenden Art bis jetzt nicht existirte und das Bedürfniss danach 
mehrfach betont wurde^ so schien es zweckmässig, möglichst bald 
etwctö zu liefern. 

Stuttgart, Ende 1884. 

J. Weyrauch. 
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Aufgabe 1. Drelmngswinkel. Nach § 5. 

Ein Punkt n der anfänglichen Coordinaten x + Aa;, y + ^y? 
z + tkZ hat hinsichtlich des ursprünglich bei x, y, z gelegenen 
Punktes m in den Richtungen x, y, z die relativen Wege A|, Aiy, 
Ag zurückgelegt. Es sollen die eingetretenen Aenderungen derjenigen 
Winkel bestimmt werden, welche die Projeetionen der Verbindungs- 
geraden mn auf die Ebenen yx^ xz, zy mit den Richtungen x, y, z 
einschliessen. 

Die fraglichen Aenderungen mögen durch Wx^ Wy, Wg bezeichnet 
sein. Nach bekannter goniometrischer Formel bestehen zwischen den 
Tangenten der neuen Winkel, den Aenderungen und den anfang- 
lichen Winkeln die Beziehungen 



Aä + ÄT 



Aa; + Ag 
"Axj + AJ 



^y I i. 

Aa; , . 

Ax . 
1-^tg«;^ 



Ai? + AS 
Ay + Aiy 



A^ 

Ay 



+ tgw^ 



A^ 
1 - ;^tg«, 




£^«^4 



Fig. 1. 



Schafft; man die Nenner weg, dividirt durch das Quadrat der ur- 
sprünglichen Entfernung An, führt als Bezeichnungen der Yerschie- 
bungscomponenten in den Richtungen x^ y, z ein 



Xr, = 



AS 



y^ 



Ari 



Zn = 



Af 



An ^^ An "'• An 

und löst nach den Tangenten von er«, Wy, Wx auf, so ergeben sich 

y^ cos (na;) — a;^co8(ny) 
° ' co8*(ny) 4- cos* (na;) + a;^co8(na;) + y»cos(ny) 

a;^cos(nr) — 2?^ cos (na;) 



(1) 



tgWy = 



cos* (na;) + cos*(n£;) + a;^ cos (na;) -f ;P^cos(nj2;) 

;er^cos(ny) — y^co8(n2;) 
co8*(n-7) + co8*(ny) -f z^(io%{nz) -f- y„co8(ny) 

WsYRAUCH, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 1 



tg«;^ = 



— 2 - 

Die Zähler hierin sind gleich den Drehungen ig, iy, ix des Punktes 
n um Axen in den Richtungen 0, y, x durch m. In den Nennern 
können wegen cos* (na;) + cos*(ny) + cos^ {nz) = 1 für die beiden 
ersten Glieder auch bezw. sm^(n0)y sin*(wy), sin*(na;) gesetzt werden. 
Handelt es sich um so kleine Verschiebungen, dass Xn, yny ^n 
gegen 1 verschwinden, dann darf man in (1) die Winkel an Stelle 
ihrer Tangenten setzen und die beiden letzten Glieder der Nenner 
vernachlässigen, womit 

(2) «<;,sin*(njef) = i^, Wysin^(ny) = iy, WxSm^(nx) = i^. 



Aufgabe 2. Unstetige Belastungen. Nach § 8. 

Zwischen den Abscissen und x greifen bei «j, a^, . . Om die 
Lasten Pj, P2, . . Pm an. Es soll die Ausführung von Integralen 
und Derivirten der Formen 



z 

/^Pq>{x,a)dx, 




dZPq>{x,a) 





dx 



gezeigt werden. In den Summenausdrücken bedeutet x die laufende 
Abscisse. 

Nehmen wir als einfachsten Fall zunächst die Bestimmung des 
Integrals 



ar = ap 



I ^Pdx. 



x = Q 



LLU 



^ 









>|^^-* 



V/.- 



m. 



^ % 



Jm, 



In der Gleichung 



Fig. 2. 



X \ «2 «8 « 

f^pdx= f;2^dx+ f^Pdx+ f;^Pdx^ • • • + /2' 

•Ja ./o */o «/o «yo 



Pdx 



a 



m 
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X 

ist für jedes Integral rechts ^ P constant^ oämlich 



von bis a^, a^ bis Og, Og bis Og, • • • a»» bis a?: 

2'-^= ö ' ^> ' -P. +A, P, + -?» + ••• +Pm. 



Daher folgt 

X 

f^Pdx=^P,(a,-a,)+{P,+P,)ia,-a,)+-.+(P,+P,+:. + P„,){x-a 



») 



(1) 



= Pi(a; — o,) + PgC« — 0,) H h P„(a; - a„,) 

X 

f^Pdx = ^P(x-a). 



Eine noch bequemere Ableitung möge gezeigt werden an 

X 



A 








worin n eine beliebige Constante bedeutet. Beachtet man, dass • 

X 



so folgt unmittelbar 



X 
X 



2P(.x-a)'-^dx==pJ^-^^-+P,^^-\-'--+Pj-^"--^'- . 





wofür wir sc*hreiben können 

X 



(2) 



•y 





Damit ist auch 

X 

dI.P{x — - a)*> « 

(3) -^^s «^PC* -«)"-' 



und der Werth der n*^ Derivirten 

« ^1^ — »'^'. 

Gleichung (2) führt mit n = 1 auf (1). 



— 4 — 

Für die in der Aufgabe angeführte allgemeine Form des Inte- 
grals setzen wir entsprechend dem letzten Verfahren 

X 



und erhalten damit 

X X 



(5) 



^Pq){x,a)dx = ^P / q){x,d)dx, 
•/ 





Es ergeben sieh also Integrale der Amphitude x — a und Form (5), 
wenn man ohne Beachtung des Summenzeichens den allgemeinen 
Factor von P integrirt von a bis x. Bei Bildung von Differentialen 
der Form (6) hat man einfach hinter dem Summenzeichen den Factor 
von P zu differentiiren. 

Aus der über (5) angeschriebenen Gleichung entnehmen wir 
noch für die Lasten P auf einer beliebigen Strecke von a: = t? bis 
X = w 

V / dx j^ dx ' 

während aus 

# f*,^_ /*^^ /^^^ 

/ ^^V^i{Xyd)dx =^ j ^^P(p(x,a)dx — / ^Pq)(x,a)dx 



mit Bücksicht auf (5) 
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(8) 



/x <o /^ /^ 

2'P9)(a;,a)da; =^P j q>{x,a)dx -^ P 1 q){x,a)dx 



und beispielsweise 



(9) 



/J/^C^ - a)- 1 da; = :i-J;P(ir - a)» - ^^^'^(t; - «)-. 

«/ 



Das vorstehende einfache Integrationsverfahren wurde vom Ver- 
fasser gegeben (Zeilschr. f.. Math. u. Physik 1873 und 1874 oder 
Allgemeine Theorie u. Berechn. d. continuirlichen u. einfachen Träger, 
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Leipzig 1873); um für beliebige Belastungen gültige Theorien zahl- 
reicher Constructionen des Ingenieurs zu ermöglichen. Die zu- 
gehörige Behandlung stetig vertheilter und bewegter Lasten findet 
sich in den beiden folgenden Aufgaben. 



Aufgabe 3. Stetig vertheilte Lasten. Nach § 8. 

Die Werthe von Summen ausdrücken der in voriger Aufgabe 
behandelten Form für den Fall von stetig vertheilten Lasten anzu- 
geben. 

Hätte man zwischen und x eine gleichmässig vertheilte Last 
von u per Längeneinheit^ so würde an jeder Stelle a dieser Strecke 
auf die Länge da kommen 

P= uda, 
womit wir erhalten 



a=3X 



(1) 



^P = I uda = ux. 



a = 



■i^ 



da/ 



u 



'■'U 






O' 




Fig. 3. 



Ebenso entsteht 



^P{x - a)«-i =u I (x — ay-^da 
.y 



X 







(2) 



2'-p(^-«)"-^=-r- 



Oder befänden sich zwischen und x per Längeneinheit con- 

stante Lasten 

u von a = bis a = g 

w' „ a = <7 „ a = x, 
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80 würden in gleich einfacher Weise folgen 

9 * 



^P=n j da-\'u' I da=ug'\'u'{x—g)^=^uX'-{u—u){x—g\ 



(3) _ 

*/ 

g 



g X 



ff 

9 






g 



(4) 2'^(,;_a)-i = ^- 



(t*-u')(x-5fy 







Nehmen wir nun an, es sei ganz allgemein g){x,a) eine be- 
liebige Function von a und soll bestimmt werden 



z 



^Pfp(x, a) 



für eine stetig vertheilte Last^ welche per Längeneinheit nach irgend 
einem Gesetze 

u = f(a) 

variirt. Dann wirkt bei a auf die Länge da 

Ptss uda=^ f(a) da , 
womit sich ergibt 



(5) 



X X 

^Ptp(Xf a)= I q>{Xya)uda^=^ j tp(Xf a)f{a) da. 
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(6) 



^Py {Xy a) «= / q>{xya)u da =^ 1 q)(x,a)f{a)da. 



Stellt man für irgend einen Fall allgemeine, beliebigen P auf 
gerader Strecke entsprechende Formeln auf, so ändern sich je nach 
der Belastungsart nur diejenigen Glieder, welche die Lasten ent- 
halten, nämlich die Z. Die Specialisirung dieser Summen für stetig 
vertheilte Lasten beliebiger Gesetze kann in der angeführten Weise 
erfolgen. Die allgemeinen Formeln sind indessen oft einfacher als 
die für stetig vertheilte Lasten gültigen und jedenfalls durchsichtiger 
als diese, indem sie den mit dem Angriffspunkte a wechselnden Ein- 
fluss jeder Last und jedes Lastelements klar hervortreten lassen, 
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während dieser Einfluss bei speciellen Formeln in Ausdrücken wie 



ttx" 



ux, — u. s. w. vollständig begraben liegt. 

Aufgabe 4. Bewegte Lasten. Nach § 8. 

Ein System von Lasten Pj, Pg? * ' Pm in festen Entfernungen 
bewege sich zwischen den Abscissen und x oder auf einer belie- 
bigen Strecke von v bis w derart, dass keine Last über die Strecken- 
grenzen hinauskommt. Es sollen die mit einer unendlich kleinen 
Verschiebung da des Systems eintretenden Aenderungen der in der 
Aufgabe 2 behandelten Summen bestimmt werden. 

Es handle sich zunächst um die Strecke von bis x. Durch 

X 

die angenommene Verschiebung ändert sich an^^P nichts, sodass 

dZP 

X 

Dagegen ist der Werth von^^ P(x — a) nach der Verschiebung 



X 

^P(x — a — da) = Pi {x — a^ — da) + PgC^c — «2 "~ ^«) 



-\ h Pmi^ — dm — da). 

Weil nun vor derselben war 

X 

2^P(x - o) = P,(x - a,) + P^{x -«,) + ... + P^(x - a^), 



so folgt durch Subtraction 

X 

d^P(x -a) (p, + p, + . . + p„) da, 



wofür wir auch schreiben können 



X 



dZP(x — a) X 



In ganz analoger Weise erhält man mit Hülfe des Binomischen 
Lehrsatzes 

X 

d^Pix - ay 



X 

=^^P[ix - ay - n(a; — a)"-^da+"^"~-^^-(a:— «)—*<?«* ] 



-^Pix-a)', 
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woraus 

dlPix — d)" X 



Diese Gleichung führt mit n = 1 und auf (2) (1). Noch allgemeiner 
ergibt sich bei Anwendung der Taylor'schen Reihe, deren Voraus- 
setzungen in allen hier eintretenden Fällen erfüllt sind^ 

X 







U 

worin die Derivirten 9', 9", • • einem variabeln a entsprechen, 



X 



d I P(p (x, a) X 

Da vorstehende Ableitung bei ganz beliebigen Streckengrenzen v, w 
zulässig ist, so folgt auch 



to 



dTP(p{x,a) V) 

(5) _!__ ypd<p(.r..a) 

^ -^ da ^j da 



o 



und beispielsweise 



to 



(6) -^-^^ n^Pix-ay-K 

V 

Die behandelte Aufgabe tritt in der Ingenieurmechanik sehr 
häufig auf, indem Locomotiven, Eisenbahnzüge, Fuhrwerke u. s. w. 
bewegte Lastsysteme der betrachteten Art bilden. Obige Diflferen- 
tiationeu finden Verwendung bei Ermittelung derjenigen Stellungen 
des Lastsystems, für welche Maxima und Minima von Momenten, 
Beanspruchungen, Einsenkungen etc. entstehen. 



Aufgabe 5. Fanctionen der Richtung. Nach § 8. 

Es soll für alle von einem Punkte m ausgehenden Richtungen n 
die Funktion. 

(1) q>n = a co8*(nx) + b cos*(ny) + c cos^(njs) + 2dcos(nx) cos(wy) 

+ 2e cos(mj/) cos(m^) + 2fcos(nz) cos(nx) 
durch Functionen der Form 
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(2) il^nt = ö cos(na;) cos(sx) + b coa{ny) cos(sj/) + cco8(n;ef) cos(sä:) 

+ rf[co8(na;) cos{sy) + cos(ny) cos(5a;)] 

+ e[cos(ny) 003(50) + cos(n0) cos(5y)] 

+ /Tco8(n;ßf) cos(5a;) + cos(na;) cos(5;ef)] 

aasgedrückt und vorstehende Gleichungen für den Fall specialisirt 
werden, dass die Axen der x, y, z parallel denjenigen Richtungen 
n liegen, für welche die Maxima und Minima von <pn eintreten. 

Aus Gleichung (2) folgen, wenn man die Richtung s der Reihe 
nach mit x^ y, z zusammenfallen lässt, 

i'^nx = « cos (na:) + d cos(wj/) + fco3(nz), 
tny = h cos (ny) + d cos (na;) + e cos(n;ef), 
^n« = c COS (n je?) + f cos (na;) + e cos(nj/). 

Multiplicirt man diese Gleichungen bezw. mit cos(na;), cos(nj/), 
cos(nj?) und addirt, so ergibt sich mit Rücksicht auf (1) 

(4) 9n = ^»x cos (na:) + ^«y cos(nj/) + ^„, cos (n je?). 

Multiplicirt man dagegen in gleicher Weise mit cos(5a:); cos (sy), 
coa (sis)y dann liefert die Addition wegen (2) 

(5) tnt = ^«ar COs(sa?) + ^ny COS(sy) + fnz C08{siS) 

= ^«x co8(wa:) + ip.y cos(ny) + ^„ cos(njef), 
woraus wir ersehen 

(6) tlfnn = q>n' 

Nach § 8 bestehen für diejenigen Richtungen n, welchen Maxima 
und Minima h von q>n entsprechen, die Beziehungen 

(7) Äcos(na:) = ^„x, Ä cos(ny) = ^ny, ä cos(n5f) = ^„,. 

Durch Multiplication mit co8(sa;), cos(5y), cos(5jßf) und Addition 
folgt bei Beachtung von (5) für zwei Richtungen n, s, deren einer ein 
Maximum oder Minimum h von q)n entspricht, während die andere 
ganz beliebig ist, 

(8) Ä cos(ns) = ^n«. 

Beispielsweise wird tlfm «=' 0, wenn n und s senkrecht zu einander 
sind. Bezeichnen %|, h^ irgend zwei der drei existirenden Maxima und 
Minima von q>n, und n^, nj die zugehörigen Richtungen n, dann ent- 
stehen aus (8) mit ä — Äj, n = n^, s = n^ und mit h ==» ä^, n = n^, 
5 B» n^ die Ausdrücke 

il^ns «== Äj COS (n^ng) = Äj cos (n^nj. 
Da aber h^, \ im Allgemeinen verschiedene Werthe haben, so muss 
cos (n^n^) «=" sein, die Richtungen n, welchen Maxima oder Minima 
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von q>n entsprechen, schliessen mit einander Winkel von 90® ein 
und für je zwei dieser Bichtungen ist ^«, = 0. 

Aus (1) mit n = x^yyZ und aus (2) mit ns = xy^ yis, bx folgen 

Werden nun die Axen der x, y, z parallel den Richtungen n ge- 
legt, für welche die Maxima und Minima A, By C von q>n eintreten, 
dann sind a, 6, c gleich -4, J?, C, und d, e, f gleich Null, womit 
sich nach (1) — (3) für beliebige Richtungen n, s ergeben 

(10) 9)„ = J. co8*(nrc) + B cos*(ny) + ^ cos^(wj?), 

(11) ^Ä,=J.cos(na;)cos(src) + J5cos(nj/)cos(5y) + Ccos(n;&)cos(5;8f), 

(12) ^nx = -4 cos(naj), ^«y = B cos(ny), ^^s = G co8(njgf). 
Specielle Fälle der hier betrachteten Puntcionen haben wir 

in § 14 mit y, = -N«, ^n* = -^ = Sn\ 

§ 15 „ 9« = i^.^ ^«, -» Pn.; 

§ 23 „ 9>n = n,, ^.. = ^"-'; 

§24 „ 9» = rn*, ^». =l?no 

§ 25 „ 9)^ = (1 + e„)*, ^n* = qn» + cos(ns); 
oder 9)n = 2e„ + Cn^, fns = g«*; 

§ 102 mit q)r = (lCr^, tr» = frs' 

Es lassen sich bei Berücksichtigung vorstehender Entwicklung 
manche Stellen der dortigen Ableitungen kürzer fassen. 

Aufgabe 6. Geometrische Darstellungen. Nach § 8. 

Von einem Punkte m aus für Coordinatenaxen, parallel den zu 
einander senkrechten Richtungen n, welchen die Maxima und Minima 
Ä, B, C von q)n entsprechen (Aufgabe 5), seien die allen möglichen 
Richtungen n zugehörigen 

(1) Xn = Vi^''+JnT+^^' 

derart angetragen, dass tnx, ^«y, tnz die Coordinaten des End- 
punktes von Xn in den Richtungen Xy y, z sind. Zu entscheiden, auf 
welcher Fläche die Endpunkte der Xn liegen. Sodann ist diejenige 
Fläche zu ermitteln, deren Normalen in den durch die Xn getroflFenen 
Punkten parallel den Richtungen n dieser Xn laufen. 

Nach A 5, (12) haben wir für beliebige «, wenn p die Richtung 
der zugehörigen Xn bedeutet, 
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tnx = Ä COB(nx) = Xn 008(9^;) , 

(2) { ^»y = 5cos(ny) = ;t, cos(py), 

tn» == Ccos(njßf) =;|fn cos(p5f), 
woraus wegen 

co8*(naj) + co8*(ny) + co8*(nigr) = 1 

durch Quadrireu und Addiren 

Aus (1) (2) erhält man 

(4) Xn* = ^ cos'^Cwa;) + J?« cos^(ny) + (? co8*(n^), 
während zufolge A. 5, (10) 

(5) g?n = -4 cos^(na;) + ^ C08^(ny) + C cos*(njef). 

Nach (3) liegen die Endplinkte der Xn ^uf einem EUipsoide^ dessen 
Halbaxen gleich den Absolutwerthen der Maxima und Minima von 
^>n, sind. Diese Maxima und Minima werden damit numerisch gleich 
denjenigen der Xn und weil bei den gewählten Goordinatenaxen 
^xy = *y* = ^z« = und also nach (1) in (2) H>xx = %x^ ^yy = Xv^ 
ifsz=^ X* s^n^> 80 erhalten wir für n=» x, y, z auch p = + ^; y> ^> 
die Halbaxen unseres EUipsoids haben diejenigen Richtungen n, für 
welche Maxima und Minima von q>n eintreten. Ergeben sich zwei der 
Werthe -4, J5, C numerisch gleich, so wird das Ellipsoid (3) ein 
Rotationsellipsoid, dessen Rotationsaxe in diejenigen Richtungen n 
fällt, welchen der dritte genannter Werthe entspricht. Wären alle 
drei Grössen A, B, C gleichwerthig, so wtirde das gefundene Ellipsoid 
zur Kugel. 

Legen wir jetzt den Ursprung der Coordinaten x, y, js in den 
Punkt m, so besteht für jedes m anliegende Flächenelement der 
Normalenrichtung n die Gleichung 

X coB(nx) + y cos(«y) + z cos(nj8f) == 

und bei den gewählten Axenrichtungen mit Rücksicht auf (2) 

ib tfr 1^ 

(6) ^:, + !^y + !^;,=0. 

Diese Gleichung entspricht nach der analytischen Geometrie einer 
dem Coordinatenursprunge m anliegenden Parallelebene zu der in 
der Richtung q von Xn {tnx, i^ny} tnz) tangirenden Ebene an die 
Fläche zweiten Grades 

■ 

w j + S + S- = ±^*- 

Die Normale dieser Fläche in dem von Xn getroffenen Punkte ist 
also parallel der Richtung w, für welche Xn eintritt. K^ bedeutet 
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eine beliebige positive Zahl. Die Gleichung (7) lässt sich iii gleicher 
Weise discutiren wie die Gleichung der Stellungsfläche in § 16 und 
A. 16, 17, sie stellt wie diese ein Ellipsoid dar^ wenn alle drei 
Grössen Ä, B, C von gleichem Vorzeichen sind und besteht aus 
einem einfachen und einem doppelten Hyperboloide, welche in einem 
gemeinsamen Asymptotenkegel zusammenhängen; wenn die A, B, C 
verschiedenen Vorzeichens sind. Die Axen der Fläche (7) liegen 
immer in denjenigen Richtungen n, für welche A, B und C eintreten. 
Da sich oben ergab, dass die drei Maxima und Minima von (pn 
durch die Halbaxen eines Ellipsoids dargestellt sind, so hat die 
cubische Gleichung § 8, (9) oder (10) immer nur reelle Wurzeln. 
Selbstverständlich gelten die vorgeführten geometrischen Darstel- 
lungen auch in den am Schlüsse der vorigen Aufgabe erwähnten 
speciellen Fällen. 

Aufgabe 7. Yollständiges Differential einer Riclitnngsftanction. 

Nach § 9. 

Es soll das vollständige Differential der in Aufgabe 5 be- 
trachteten Function q>n bei variabler Richtung abgeleitet und mit 
Rücksicht auf die Hülfsfunction ^n« ausgedrückt werden. 

Setzen wir zur Abkürzung cos {nx) = a, cos (ny) = ß, cos {nz) = y, 
so folgen aus A. 5^ (1) mit Rücksicht auf A. 5^ (3) 

dqp dtp d(p 

(1) aif"='2*»'' jf^^^^y^ J^ = ^^^'^ 

wonach das vollständige Differential der Function q>n von a^ ß, y 
sich ausdrückt 

(2) dq)n = 2(tlfnx da + tlfny dß -\' tl^nz dy). 

Man denke sich nun die Richtungen n auf die Oberflächen- 
punkte einer Kugel vom Radius r um m bezogen. Für ein durch tn 
gelegtes Coordinatensystem, dessen Axenrichtungen mit den Rich- 
tungen Xy y, übereinstimmen, mögen ^, 9, j die Coordinaten eines 
Kugelpunktes n und 5 + dg, ^ + ^9> S + ^i diejenigen eines von 
n aus in der Richtung s um ds entfernten Kugelpunktes s sein. 
Die Richtungen der Punkte n, s von m aus seien n, g. Wir haben dann 

(3) cos (wa;) = a = -^- , cos(ny) = /J = |-, cos (n;?) = y = -^ ; 

(4) cos{8x) = f^, cos(5y) = ^J, cos (s^) = § 

und hiemach mit der Bezeichnung 

(5) d<f = (sn) = -^''- 
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(6) da = da cos (sx)^ dß = da cos (sy), dy = d6 cos {sz). 
Durch Substitution dieser Werthe in (2) folgt 

dq>f^ = 2[^„x cos (sx) + ^«y cos (sy) + tna cos {s0)]da 
oder wegen A. 5, (5) 

(7) -^ = 2^- 

Gehen wir also von irgend einer Richtung n aus nach einer be- 
liebigen zu n senkrechten Richtung s hin um den kleinen Winkel d0 
vor, so ist der Differentialquotient von q)n gleich dem Doppelten 
der Hdlfsfunction tl^ns- Zu beachten ist; dass sich in der ange- 
gebenen Weise alle von n unendlich wenig abweichenden Richtungen 
erreichen lassen. 

Nach A 5; (3) hat man 

und mit Rücksicht auf (1) 

d^cp d^w d*Q> 

Selbstverständlich gelten die gefundenen Beziehungen auch für die 
am Schlüsse der. Aufgabe 5 erwähnten speciellen q)n (§ 29). 

Aufgabe 8. Differential einer Fiinction zweier Richtungen. 

Nach § 9. 

Es soll das vollständige Differential der in den drei letzten 
Aufgaben verwendeten Hülfsfunction ^n« für den Fall abgeleitet 
werden^ dass n, s zwei ganz beliebige von einem Punkte m aus- 
gehende Richtungen sind. 

Wir setzen zur Abkürzung cos (nx) = a, cos (ny) = ß, cos (nß) 
= y, cos (sx) = a, cos (sy) = /J*, cos (s0) = y und haben dann nach 
A. 5, (2) (3) 

m ^ = ,^ !!^ = ^ ^ = ,<, . 

Das vollständige Differential von ^n« drückt sich also aus 

(3) d^n« = '^nx da -f ^«y rf/J' + ifnM dy + ^,a: da + ^,y cZ/J + ^,z dy. 

Gehen wir nun von der Richtung n aus auf eine beliebige zu n 
senkrechte Richtung Iz hin um den kleinen Winkel d% vor^ so folgen 
nach A. 7, (6) 
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da = dx cos (Äa;), dß = dx cos (iy), dy = dx cos (Jcz)^ 

und gehen wir von s aus nach einer zu s senkrechten Richtung l 
um dX vor, so entstehen in analoger Weise 

da = dA cos Qx)^ dß = d/l cos (iy), dy' = dA cos (le). 

Durch Substitution dieser Differentiale in (3) wird das vollständige 
Differential 

d^m = U'nx COS {Ix) + ^ny COS (Jy) + ^nz COS (/j?)] JA 

+ [^«r COS (fcic) + ^,y COS (Jty) + ^„ cos {kz)\ dx 
oder mit Rücksicht auf A. 5, (5) 
(4) dil^ns = tni dX + ttkdx. 

Geht man von s aus nach beliebiger Richtung { um den kleinen 
Winkel dX vor^ während n fest bleibt, dann ist nach 4) und 
A. 7, (7) 

(5) -^ = ^„ = __^- 

und geht man von n aus nach irgend einer Richtung k um den kleinen 
Winkel dx vor, dann folgt in gleicher Weise 

Für das vollständige Differential von ^n« können wir also 
schreiben 

(7) '^^-. = t(^'^^ + ^4 

Auch die hier erhaltenen Beziehungen gelten ohne Weiteres 
für alle am Schlüsse der Aufgabe 5 erwähnten speciellen Fälle. 

Aufgabe 9. Grnndbeziehiiiigen stetiger Spannnngen. Nach § 12. 

Die Beziehungen Xy = Yx, Y, = Zy^ Z^ = X, aus den Be- 
wegungsverhältnissen der Massenpunkte eines bei m {x, y, s) ge- 
legenen parallelopipedischen Korperelements um Axen durch m in 
den Richtungen Xj y, z abzuleiten. 

Wir bezeichnen die von den Oberflächenelementen unseres 
Körperelements dK = dx dy dz herrührenden Momente um Axen 
durch m in den Richtungen Zy y, x mit pt dK, py dK, px dK und 
haben dann 

Yx + -^^ dxj dy dZ'dx — [Xy + -^ dyj dzdx • dy, 

( ^^M \ { ^^ \ 

Py dK = \Xm -f- -^-— dz) dx dy-dz — ( Z, -|- -k^- dx) dydz • dx. 
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also für stetige Spannungen 

Ps= Yx Xy, Py =^ X3 Zx, Px = Zy Yz . 

Es werde nun mit dem Ursprünge in m ein neues Coordinaten- 
system der x^ y^, 0i in die Kantenrichtungen des Korperelements 
gelegt. Für irgend einen eingeschlossenen Massenpunkt der Masse m 
mögen hinsichtlich der neuen Goordinatenaxen X^, Y^y Z^ die äusseren 
speeifischen Massenkräfte und u^, v^y w^ die Geschwindigkeiten be- 
deuten. Man erhält dann fiir die Gesammtheit der eingeschlossenen 
Massenpunkte; da die innem Kräfte wegen doppelten Auftretens 
mit entgegengesetzten Vorzeichen und gleichen Hebelarmen die 
Drehungsmomente nicht beeinflussen, 

« 

Auf der linken Seite dieser Gleichungen sind bei endlichen Be- 
schleunigungen und speeifischen Massenkräften die vier Theilsummen 
von derselben Grossenordnung wie x^^Zm = x^fi dK, d. h. unendlich 
klein von der vierten Ordnung, und da somit auch p,, Py, Px un- 
endlich klein sind, so gelten im Falle nicht unendlicher Beschleu- 
nigungen und Massenkräfte für stetige endliche Schubspannungen 

Aufgabe 10. Körper ohne Sehubspannungen, Nach § 12. 

Die Grundgleichungen der Bewegung von Körperelementen für 
den Fall stetiger Spannungen unter der Voraussetzung abzuleiten, 
dass tangentiale Flächenkräfte nicht vorkommen. Speciell sind die 
Bedingungen relativer ßuhe anzugeben. 

Ist r die Richtung der Totalspannung Rn auf ein Flächenele- 
ment der Normalenrichtung n bei m(Xy y, 0), so hat man für ver- 
schwindende Schubspannungen wegen 

uLy = JLg =^ Yg = JLx ^^ ^x *^™ ^y '^^ ^ 

nach § 3, (2) und § 11, (2) 

X|.co8(na;)=jB„cos(ric), FyCOs(ny)=jBnCos(ry), Z,cos(w;s?)=jBnCos(rj?) 

oder weil die Richtungen n, r in gleicher Geraden liegen 

(1) Xx=='Yy = Zz = -p=±Rn = Nn. 

Die Totalspannung hat für alle durch einen bestimmten Punkt 
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gehenden Flächenelemente den gleichen Werth. Da ziehende Nor- 
malspannungen als positiv gelten ^ so führen wir mit (1) Druck- 
spannungen als positive p ein. Aus § 11, (1) folgen für die Be- 
wegung in Hinsicht eines festen oder bewegten Coordinatensystems 
zur Zeit t 



(2) 






Diese Beziehungen für ' beliebige Körper ohne Schubspannungen 
bilden auch die bekannten Grundgleichungen der Hydrodynamik 
(§ 63). 

Relative Ruhe. Die Bedingungen für relative Ruhe in Hin- 
sicht unseres Coordinatensystems lauten nach (2) 

(3) Z-^^' 'A-^^' lf='*^- 

Multiplicirt man diese Gleichungen bezw. mit dx, dy, dz und addirt, 
so folgt das vollständige Differential von p 

(4) dp = ii{Xdx + Ydy + Zdz\ 

Diese Beziehung muss bestehen, wenn unter Einwirkung der Massen- 
kräfte X, r, Z Gleichgewicht möglich sein soll. Da mit der linken 
Seite von (4) auch die rechte Seite ein vollständiges Differential 
wird, so können wir im Voraus erkennen, ob unter gegebenen Massen- 
kräften Gleichgewicht möglich ist an dem Zutreffen oder Nichtzu- 
treffen der Bedingungen für ein vollständiges Differential 

^^ dy ^ dx ' dz ~ 'dy ' dx dz ' 

Sind dieselben erfüllt, ist also die rechte Seite von (4) das voll- 
ständige Differential einer Function F(Xf y, z), so haben wir 

(6) ^^=|f, ^^=lf' ^^^^J 
und es ergibt die Integration 

(7) p == F{x, y, z) + Const., 

oder wenn für irgend einen Punkt ar^, y^, z^j etwa einen Ober- 
flächenpunkt, die Spannung p^ bekannt ist, 

(8) 1> = Po + F{x, y, z) - F{x^, y^y z^). 

Diese Gleichung zeigt, dass bei relativem Gleichgewicht die Spannung p 
für alle Punkte einer Fläche 

(9) F{x, y,e) = C 
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denselben Werth hat. Solche Flächen gleicher Spannung werden 
Niveauflächen genannt (§ 9). Man kann sich durch dieselben den 
Körper in lauter unendlich dünne Schichten gleicher Spannung 
zerlegt denken. Ist auch die Oberfläche eine Fläche gleicher 
Spannung oder Niveaufläche, so setzen sich die Schichten von ihr 
aus nach Innen fort. 

Wenn der Elammerausdruck in (4) für sich das vollständige 
DijBferential einer Function U, des Potentials der Kräfte X, Y, Z ist, 
so muss, damit auch fi dU ein vollständiges Differential und also 
Gleichgewicht möglich sei, in 

(10) dp >=> (i dU IL Funktion von U oder p 

sein. Für die Niveauflächen speciell sind wegen constantem p auch 

Uy IL constant und in jeder der oben erwähnten Schichten können die 

Spannung p und specifische Masse fi als unveränderlich gelten. 

Werden keine Massenkräfte als vorhanden angenommen, was 

in der Wärmelehre und Aeromechanik sehr häufig vorkommt, so 

folgt aus (4) 

p = Const., 

wonach fürs Gleichgewicht auch die Oberflächenelemente gleiche 
Spannungen erleiden müssen. Da nun aber der Klammerausdruck 
in (4) das vollständige Differential einer Function U «= Const. ist, 
so tritt der Fall (10) ein und hat auch ^ überall den gleichen Werth. 

Aufgabe 11. Die Schwere als einzige Hassenkraft. Nach § 12. 

Auf einen Körper ohne Schubspannungen wirke hinsichtlich 
relativer Bewegung gegen die Erde als Massenkraft allein die Schwere. 
Es sollen die Verhältnisse des Gleichgewichts im Allgemeinen und 
speciell für Gase abgeleitet werden. 

Wir denken uns den Ursprung der Coordinaten in fester Lage 
gegen den Mittelpunkt der Erde, die positive Richtung der y-Axe 
in die Richtung des freien Falls und die Acceleration g des letzteren 
in jedem Augenblicke für alle Korperpunkte parallel und gleich 
gross. Dann sind für ein beliebiges Theilchen bei m (x, y, ß) die 
Componenten der specifischen Massenkraft in den Richtungen x,y,ß 

(1) x = o, r=^, Z = 0. 

Bezeichnet also y das Gewicht pro Volumeneinheit oder specifiscJic 
Gewickt bei w, so ist nach A. 10, (4) 

(2) dp=^iigdy = y dy, 

während wegen 

Wktravch, Aufgaben zur Thcorio elast. Körper. 2 



I 
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I die Bedingungen fOrs Gleichgewicht lauten 

■^ ■' (3) ^•?:=?'-=o, t^'=fi«o, 

^ ^ ex ex ' C2 CS ' 

sodass für jede Horizontalfläche y oder gg 
S'^ constant sein muss. Nnn hat man nach (2) 

1 (4) für p constant y = Const., 

( daher sind die Horizontalflächen Niveau- 

^ / S flachen und wenn durch p, y auch die Tem- 

peratur T bestimmt ist, so verlangt das 
Gleichgewicht^ dass in jeder Horizontal- 
fläche p, y, fi, T constant seien. 
v'xu. 4. Um die Spannung p als Function von 

y bestimmen zu können, muss / in (2) als Function von y gegeben 
sein. Wird z. B. wie in sehr vielen Fallen / zwischen y^ und y 
als constant angenommen^ so liefert (2) mit y — yQ = h 

(5) p— i>o = y(y-yo) i>=i>o + *yi 

eine bekannte Formel der Hydrostatik und Aerostatik. 

Oase. Bedeuten v, T, R das Volumen pro Gewichtseinheit oder 
specifische Volumen^ die absolute Tetuperatur und eine von der Gasart 
abhängige Constante, so gibt uns das Mariotte-Gay-Ltissacsdie Ge- 
setz fQr Gase allgemein 

(C) pv = RT. 

Es geht also wegen y = - «« f^ die Gleichung (2) für Gase über in 



p BT 

Speciell f&r den Fall, dass BT zwischen y und y^ als constant 
gelten kann, folgt durch Integration 

(8) log-£ = Ä^- 

Sind ausserdem die Druckdifferenzen so klein, dass wir die Reihe 

log. ^, - - .ogn (l - £^.-) - i--f + A e~^.)'+ . . . 
mit dem ersten Gliede abbrechen können, so entsteht aus 8) 



— ig- 
ln Uebereinstimmung mit (5). Dies ist begreiflich; da bei kleineu 
Druckdifferenzen und constantem RT annähernd 

Vo » Po Po 

wird, womit die Voraussetzung von (5) erfüllt ist. 



Aufgabe 12. Barometrisclie HSlieniiiessung. Nach § 12. 

Die Höhendifferenz h zweier Stationen S, Sq, für welche die dem 
Meeresniveau entsprechende Acceleration des freien Falls als gleich 
gross angenommen wird, unter Voraussetzung einer constanten Mittel- 
temperatur zwischen beiden Stationen durch die Barometerstände 
an letzteren auszudrücken. 

Es seien die Entfernung vom Mittelpunkte der Erde, Acceleration 
des freien Falls, Temperatur nach Celsius, der auf 0^ C. reducirte 
Barometerstand und das entsprechende specifische Gewicht des 
Quecksilbers 

bei Station Sq r^, g^, t^, Iq, 6q 
und „ „ S r, g^ t, &, 0. 

Wir legen den Ursprung der Coordinaten in das Niveau des 
Meeres, die j^-Axe in die Richtung von Station S nach dem Erd- 
mittelpunkte und haben dann die specifischen Massenkräfte für ein 
Theilchen bei beliebigem y 

X = 0, Y = g, Z=0. 

Für Gase ist bei Berücksichtigung der Veränderlichkeit von g, wenn 
T die absolute Temperatur und G eine Constante bedeuten, 

(1) p^iiCT. 

Mit diesen Werthen wird nach A. 10, (4) wegen dy = — dr 

dp = v^gdy = — -^ ^^• 

Im Niveau des Meeres mögen r ^^^Vn^ 9 "^^ 9n sein, womit in be- 
liebiger Höhe 

_ ^ dp__9n^dr^ 9n^f? , 1 

9—Sn^i, p — CT r^ "" CT ^ r' 

Integrirt man diese Gleichung von Sq bis S unter Annahme einer 
constanten Mitteltemperatur T,», so folgt mit r — r^ = ä 

9n^n^ h 
" CTfn ffo* 

Bezeichnen V, Vq die ganzen Volumina der Barometerflüssig- 
keit bei S, So fi^ ®^® Temperatur von 0^ 0., dann ist die Masse 

2* 



w >»«■ f - 1^ (^ - f ) 
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9 9o 

Da sich aber das Yolumen bei constanter Temperatur mit g nicht 
merklich ändert^ so wird 

^ 9 ro* 

Die Luftdrücke bei Sq, S stehen im Yerhältniss 

während aus (2) folgt 

logn^ + 2 1ogn^ = %^A. 

Löst man diese Gleichung nach h auf und setzt dann r ^^r^^-^ h, 
logn = n log mit n = 0,434294, so entsteht die Hauptformel 

Nach Versuchen von Regnatdt war in Paris bei g = 9,8089 m, 
p =s 10333 kg und T = 273® das specifische Gewicht trockener Lufk 
y = 1,293187, sodass in (1) 

^ ^ 10883 ■ 9,80 89 
°^ 1,293187 . 273 * 

Die zuverlässigsten Messungen ergaben für die geographische Breite 9 
(4) gn = 9,8055 (1 — 0,0026 cos 2 g)). 

Wir erhalten damit für trockene Luft in (3) 

y-Kx M CTm ^__ 18405 Trn 

^^ ^^ ng^ 278 — 0,7071 cos 2 9? ' 

Die Feuchtigkeit lässt sich nur annäherad berücksichtigen. 
Nach Dalton und der kinetischen Gastheorie setzt sich der Druck 
p der feuchten Luft zusammen aus dem Drucke p — f der trockenen 
Luft und dem Drucke f des beigemengten Wasserdampfes. Stehen 
nun ^1,^2, die specifischen Gewichte von trockener Luft und Wasser- 
dampf, für bestimmte p, T, g im Verhältnisse 1:1 — 6, so hat man 
nach (1) allgemein 

und es tritt wegen y «= yi + y« an Stelle von (1) für feuchte Luft 

(6) P^-^: 

Damit erscheint denn auch in (3) (5) die rechte Seite noch durch 

f 
1 — € — dividirt, welcher Werth jedoch stets so wenig von 1 ab- 
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weicht; dass die Correctur gewöhnlich unterlassen werden kann. 

Andernfalls wäre — durch gewisse Beobachtungen zu bestimmen, 

während e durchschnittlich gleich | zu setzen ist. 

Die praktische Anwendung der Formel (3) macht sich nun wie 
folgt. Man setzt 

(7) r« = 273 + ^^, 

berechnet Ä nach (5) und einen yorläufigen Werth von h nach der 

h T 

mit — =3 0, -^ = 1 aus (3) folgenden Näherungsformel 

(8) Ä = ^log-|-. 

Das so erhaltene h wird auf der rechten Seite von 

(9) Ä = 4'^'^[21og'4*+log^«] 

verwendet, womit ein genauerer Werth von h resnltirt. Als mitt- 
lerer Erdradius genügt r„ = 6 366 500 m. 

Beispiel 1. Für die Stationen Sq (Polytechnikum Stuttgart) 
und 5 (Feuerbacher Heide) waren bei Beobachtungen von Lang 
y^ = _ 251,57 m, &o = 0,7401 m, t^ = 18,6<>, 6 = 0,7266 m, t = 2\fi\ 
g) = 48^47^ Die Höhendifferenz der beiden Stationen zu berechnen. 

Mit Tm = 293,2« folgt aus (5) ^ = 19 774 und aus (3) als vor- 
läufiger Werth der Höhendifferenz h <» 158,09 m. Hiemach hat man 
in (9) rechts zu setzen 

U = 6366500, ro = r, — y^ = 6366 752, ro + A = 6366910 

und die weitere Berechnung verläuft wie folgt: 

log 4 = 4,296 0957 

2 log -^ = 0,0000344 
log !<L±* =0,0000108 



»•o 



2 log ^!L±A = 0,0000216 
log ^ = 0,007 9950 



log 0,008 0166 = 0,9 03 9902 — 3 

""log h = 2,200 1311 

Ä = 158,53 m. 

Die nivellistische Mesaang ergab h = 158,09 m. 

Beispiel 2. Am grossen Miesing in Oberbayern waren bei 
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Beobachtungen von Bauemfeind yo = — 815 m, 6^ = 0,6916 m, 
t^ = 13,6«^ h = 0,6085 m, < = 6,P. Höhendifferenz beider Stationen? 

Ganz wie oben erhält man nach einander Tm == 282,95®, 
A = 19074, vorläufiger Werth h = 1060,4 m, definitiver Werth 
h = 1067,7 m. Die trigoiiometrische Messung ergab h = 1068,8 m. 
Grashof erhielt bei Berücksichtigung der Feuchtigkeit mittelst 
einer von (9) etwas abweichenden Formel h = 1067,2 m. Vergl. 
Grashof, Theoretische Maschinenlehre, Band I, Hydraulik, Leipzig 
1875. S. 370. 

Das erste Barometer wurde 1643 von Vimani in Verfolg 
einer Idee ToricelUs ansgefiihrt. 1648 erklärte Pascal, dass der 
neue Apparat auf einfachste Weise Höhenunterschiede zu ermitteln 
gestatte, nachdem Perrier anf seine Veranlassung einen Versuch 
am Puy de Dome bei Clermont vorgenommen hatte. Formeln für 
die Höhendifferenz h stellten u. A. Mariotte, Halley, Fontana 
auf, Laplace gab die erste allen Einflüssen Rechnung tragende 
Höhenformel in seiner Mecanique Celeste, 1799 L lieber die gegen- 
wärtig gebräuchlichen Formeln siehe neben dem bereits citirten 
Werke Grashofs insbesondere Bauemfeind^ Beobacht. und Unters, 
über die Genauigkeit barom. Höhenmessungen, München 1862 und 
Elemente d. Vermessungskunde, Stuttgart 1876, R. Rühlmann, die 
barom. Höhenmessungen, Leipzig 1870, Schreiber, Handb. d. baro- 
metr. Höhenmessungen, Weimar 1883. 

Aufgabe 13. Gleichgewicht der Erdatmosphäre. Nach § 12. 

Das relative Gleichgewicht einer vollkommenen Flüssigkeit zu 
untersuchen, welche dem Newton' sehen Gravitationsgesetze gemäss 
von einem Punkte angezogen wird und gleichförmig um eine diesen 
Punkt enthaltende Axe rotirt 

Wir legen den Ursprung der Coordinaten in den anziehenden 
Punkt 0, die y-Axe in die Rotationsaxe und die a;-Axe in die Ebene, 
welche die Richtung Om eines beliebigen Flüssigkeitstheilchens mit 
der Rotationsaxe bestimmt. Bezeichnen dann r die Entfernung von m 
imd 0, o die Winkelgeschwindigkeit, c eine Constante, so sind die 
specifischen Massenkr'afte für die Bewegung von m hinsichtlich 
unseres um die y-Axe rotirenden Coordinatensystems 

X = — -^ y + (D^x = — cx {x^ + y^y^+ (o^x, 

z = o. 
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Mit diesen Werthen folgt aus A. 10^ (4) für die Spannung bei m 
dp ^=^ fi [ — c(ic* + y^""2 (xdx -{- y dy) + o*a; darj 

und wenn q> die geographische Breite bedeutet, wegen x = r cos % 
(1) (ip = ftd (— + ~~2"" ^^® *9^/ = f* ^ f^« 

Es existirt also ein Potential der Massenkräfte 



(2) 



floV» 



8 



?/ = 1 r— COS" O) 

r ' 2 ^ 



und ist nur Gleichgewicht möglich, wenn fi als Function von U 
oder p allein dargestellt werden kann. In diesem Falle ist die 
Gleichung der Niveauflächen 



(3) 



c , co'r' 



r ' 2 



cos* g) = Const. 



Für jede Rotationsfläche des Gesetzes (3) müsste im Falle des 
Gleichgewichts mit U, p auch fi constant sein und, sofern 




Fig. 5. 

durch diese Grossen die Temperatur T bestimmt ist, auch die 
letztere. 

Wollte man nach vorstehenden Gleichungen, von dem flüssigen 
Zustande der Erde ausgehend, die entstandene Abplattung an den 
Polen berechnen, so würde sich ein zu kleiner Werth ergeben, was 
in unserer Unkenntniss über das Wesen der Gravitation und der 
dadurch bedingten einseitigen Auffassung des Gravitationsgesetzes 



- 24 — 

begründet sein mag. Dagegen gelten die Resultate annähernd für 
das Gleichgewicht der Erdatmosphäre und weil für diese 

(4) p = vCT, 

SO müssten hier thatsächlich in jeder Fläche der Form (3) p, n, T 
constant sein, wenn überall gleichzeitig Buhe herrschen sollte. 
Diese Gleichheit der Temperatur ist aber schon wegen der ein- 
seitigen Wirkung der Sonne gar nicht möglich. Wo wie in Auf- 
gabe 12 Gleichgewicht der Erdatmosphäre vorausgesetzt wird, 
handelt es sich nur um begrenzte Gebiete. 

Die Gonstante c in (1) — (3) ist bestimmt^ wenn die Intensität 
der Anziehung für irgend eine Entfernung r gegeben wird. Den 
Druck p für den Fall des Gleichgewichts könnte man aus (1) er- 
halten, wenn fi als Function von U und ausserdem für irgend einen 
Punkt p =Po bekannt wäre. Dürfte z. B. zwischen den Orten von 
p und Pq die specifische Masse fi als constant gelten^ so würde 
folgen 

Aufgabe 14 Bewegungsgleichungen endliclier KSrpertheile. 

Nach § 12. 

Es sollen die Gruudgleichungen der Bewegung endlicher Körper 
unter Zulassung von Uustetigkeiten der Spannungen in beliebigen 
Schnitten aus den für Körperelemente gültigen Beziehungen abge- 
leitet werden. 

Die Bewegung eines parallelopipedischen Körperelements dK 
:= dx dy dz in den Richtungen x^ y, z eines beliebigen rechtwink- 
ligen Goordinatensystems ist bestimmt durch die Gleichungen 



(1) 



ax, dx^ dx 



dx 


-r 


dy 


T 


dz 


dY^ 

dx 


+ 


dY^ 

dy 


+ 


dY, 

dz 


dx 


+ 


dz, 
dy 


+ 


dz 






Für ein Elementartetraeder, von welchem drei Oberflächenebenen den 
Coordinatenebenen parallel sind, während die vierte von der Nor- 
malenrichtung n ist, hat man bei endlichen Beschleunigungen und 
Massenkräften 

X» = X, cos(wa;) -(- Xy cos(wy) + X, cos(wj?) , 

(2) { Yn=^Yx cos (na;) -f Yy cos (ny) + Y, cos (wjet^, 

Zn = Zx COS (na?) -f Zy cos (ny) -(- Z» cos {nz). 
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Solange die Spannungen stetige Functionen des Ortes sind^ bestehen 
nach § 12 oder Aufgabe 9 die Beziehungen 

(3) Yx ■= Xy, Xg = Zxf Zy = lg. 

Man denke sich nun 
die erste Gleichung (1) 
mit dK = dx dy de mul- 
tiplicirt und suche die 
Integrale fUr den in Be- 
tracht gezogenen Körper 
zu bilden. Für einen ,r>^ 
Korperstreif eu vom Quer- 
schnitte dy dz, welcher 
parallel der a;-Axe vom 
Oberflächenelement rfO, ^*«^ 

« 

bis zum Oberflächenelement e^On reicht^ hat man nach Anleitung von § 8 




^JT, 



ß^ is - (X). - (2.).-2'^ 



dx* 



dx "^ ^"*>'» ^-'^^ .^ dx 

worin sich die Summe Z auf alle Sprungwerthe von Xx beim Vor- 
gehen von dOp nach dOn bezieht und {Xx)n, iX,)v die Werthe von 
Xx für Flächenelemente der Normalenrichtung x unmittelbar bei den 
Oberflächenelementen dO^j dOn bedeuten. Da aber 

dy d0 = dOn co9(nx) = — dO^ coB(yx), 

so folgt für den angenommenen Streifen 

dyde/ -j-/<&=(X,).co8(«a;)dO,+(X,).co8(i/a;)dO»-rfy rf«^ -j^ 
und damit fOr den ganzen betrachteten Körper 



V^d* 



J «« 



■/ 



dK--=^ I Xxi^oB{nx)dO 



J ^^ 



dK. 



Die Integrale sind auf alle Körperelemente; bezw. auf alle Ober- 
flächenelemente zu erstrecken. In analoger Weise wie hier, durch 
Betrachtung von Körperstreifen parallel der y-Axe und ;?-Axe finden 
sich die Integrale des zweiten und dritten Gliedes der mit dK 
multiplicirten ersten Gleichung (1) 



/a^'-/ 



Xy COS (ny)dO 



J-w ^^ -f^' ^' M ^^ -^/^ 



dK, 



dK 
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Die Addition der drei letzten Ausdrücke ergibt mit Rücksicht auf 
(1) (2) die erste der folgenden Gleichungen, während die beiden 
andern auf gleichem Wege wie diese aus der zweiten und dritten 
Gleichung (1) entstehen: 



(4) 



Die Integrale links sind auf alle Oberflächenelemente ^ diejenigen 
rechts auf alle Eörperelemente zu erstrecken und den Einfluss der 
Unstetigkeiten stellen dar 

Multiplicirt man jetzt die zwei ersten Gleichungen (1) mit y 
und Xy so folgt durch Subtraction 



(5) 



^t/ 



C^^ 



/ 



-,x(g-r)-„(^|-i). 

Ganz wie oben kann man auch hier für einen Eorperstreifen vom 
Querschnitte dy dz parallel der a;-Axe integriren 
d(xY^-yX\ , VI/ ^^:. ^^t\ 

wobei sich alle Grossen in den beiden ersten Klammern rechts auf 
Flächenelement« unmittelbar bei den Oberflächenelementen dOn, dOy 
beziehen und die Summe Z alle beim Vorgehen von dO^ nach dOn 
erreichten Sprungwerthe von xY^ — yXx umfasst. Mit Rücksicht auf 
die oben angeschriebenen Ausdrücke für dydz wird 



J-^d^— ^^=1^^ r,-yX.)cos {nx)äO-^j(x 



AT, 



y 



AX, 

dx 



)dK 
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während durch analoge Behandlung von Körperstreifen parallel der 
y-Axe und ^er-Axe folgen 

pia:Y,-yX,) ^^C^^ ^.-yX.) cos(nz)dO-^J'{x^- y^)dK. 

Da nach (3) für jeden zwischen unmittelbar aufeinander folgenden 
Unstetigkeitsschnitten gelegenen Eörpertheil 

(6) /(r,-z,)dir=o 

ist, so verschwindet dieses Integral auch für den ganzen Körper 
und wir erhalten durch Addition der drei darüber stehenden Glei- 
chungen von der mit dK multiplicirten Gleichung a) ausgehend 
mit Bücksicht auf (2) die erste der folgenden Gleichungen. Die zweite 
und dritte derselben ergeben sich auf gleichem Wege wie jene, 
nachdem man zunächst die mit x multiplicirte dritte Gleichung (1) 
von der mit z multiplicirten ersten und die mit z multiplicirte zweite 
von der mit y multiplicirten dritten subtrahirt hat: 



(7) 



(8) 



fix r, - yZ,) dO =y [a;gj - r)- y(^ -x)] pdü:+. v.„ 
J(zX,-xZn)d0^j[4f^-x)-x(^-z)]ivdK+ü,„ 

J(j,Z,-zY,)dO=J^y[^-Z)-z(^J-tjydK+Uy.. 

Auch hier sind die Integrale links auf alle Oberflächenelemente, 
diejenigen rechts auf alle Korperelemente auszudehnen und von den 
Unstetigkeiten der Spannungen rühren her 

^.-2'yi.(4? + 41^ + 4?^) - ' (4f^ + 4^ + 41^)] ^^ 

Wir haben nun die Werthe der Ausdrücke (5) und (3) zu be- 
stimmen. Es seien n, v die den Unstetigkeitsschnitt treffenden 
Normalenrichtungen derjenigen beiden Flächenelemente do„j dov. 
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welche einen bestimmten Elemente dieses Schnitts anliegen. Wir 
haben dann 



a> 




Fig. 7. 

worin {Xx)ty {Xx)h sich auf diejenigen Seiten des ünstetigkeits- 
schnitts beziehen, von welchen v, n ausgehen. Da nun 

dy dz = dOn cos {nx) =* — dov cos (t/a:), 

so wird 

AX 

«— ^ dK = (Xa.)„ QO%{nx)dOn + (X^r)»' cos {yx) dOv. 

Auf sämmtliche einem Unstetigkeitsschnitte anliegenden Flächen- 
demente ausgedehnt hat man 



_ A5 
J ^- 




dK'^ I Xx coa (nx)do 



und für die Umhüllungsflächen aller im Körper vorkommenden Un- 
stetigkeitsschnitte 



^J dx 



dK 



■2ß 



Xx coB{nx)do. 



Geht man von 



AX 

.-/- dy = (Zy), — (Xy)n, 



AX, 

aus in ganz analoger Weise wie oben vor, so ergeben sich 



dy 



■2ß 



Xy C08 (ny)dOf 
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Wir erhalten damit aus der ersten Gleichung (5) die erste der 
folgenden Beziehungen, während die übrigen bei gleichartigem Ent- 
wicklungsgange aus den zwei letzten Gleichungen (5) und (3) 
resultiren : 



(9) 



U, = -2ß 



Xndo, 



Uy - -2 A- ^0, 



U. ^ fz,do. 



(10) 



K 



«» 



fT,. 






yXn)do, 



xZf^ dOj 



Uy, ^ I ijiZn -0Yn)dO. 



Die Integrale in (9) (10) sind auf die Elemente do der Umhüllungs- 
flächen sämmtlicher Unstetigkeitsschnitte auszudehnen. Hierbei ent- 
spricht aber jedem Elemente do auf der einen Seite eines Schnitt- 
elements ein genau gleich grosses auf der andern Seite, und weil 
diese Elemente durch gleich grosse und entgegengesetzt gerichtete 
Spannungen afficirt werden (§ 10), so hat man in (4) und (7) 



(11) 



u. 



Uy'^^U.^ U: 



xy 



TJy, = U,^ = 0. 



Die gestellte Aufgabe ist damit gelost. 



Aufgabe 15. Ausdrftcke für die Spannungen in Polarcoordinaten. 

Nach § 14. 

Für eine vom Punkte m ausgehende, beliebige Richtung g sei 
bei rechtwinkligem Coordinatensystem der Winkel der r/^sr- Ebene 
mit der Richtung x durch Q und der spitze Winkel von g mit der 
2;y-Ebene durch 6 bezeichnet Jede Richtung g wird dann ein- 
mal erreicht, wenn Q von bis 360« und von + 90° bis — 90« 
variiirt. Q werde als positiv angesehen, wenn für einen aus 
der positiven Richtung der z-kiLQ nach der a;j/-Ebene gewendeten 
Beobachter der den Winkel beschreibende Schenkel sich wie der 
Zeiger der Uhr rechts herum dreht und 6 möge als positiv oder 
negativ gelten, je nachdem sein ausserhalb der a;y-Ebene bleibender 
Schenkel auf Seite der positiven oder negativen x^-Axe liegt. Die 
Spannungen für alle dem Punkte m anliegenden Flächenelemente 
durch Q, 6 und die Hauptspannung'en A, B, C auszudrücken. 
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Wir nehmen vorübergehend den Ursprung der Coordinaten in 
m und in beliebiger Bichtung g einen um e entfernten Punkt n 
an. womit 

(1) X = e cos (gx) , y = 6 cos (gy) , = e cos (ge). 




Fig. 8. 

Ist ferner mn, die durch eine Parallele zur jer-Axe erzielte Projection 
von e auf die ^y-Ebene, dann hat man 

a; =» wnij cosQ, y = mn«sinQ, mn««» 6 cos6 oder 

(2) rc = c COS0 cosQ, y = ecos0sinQ, z^^esinQ. 

* Aus (1) und (2) folgen die allgemeinen Beziehungen 

(3) cos (5^2;) = cos cos Q, cos(gfy) = cos0sinQ, cos(^jSf) = 8in0. 

Es mögen nun die rechtwinkligen Coordinatenaxen parallel den 
Hauptspannungen gedacht und für die Normalenrichtung g^^n eines 
beliebigen Flächenelements Q = o, = -ö* gesetzt werden. Dann 
liefert § 14 mit (3) die Componenten der Totalspannung Rn in den 
Richtungen Xy y, z 

X„ = J. cosa> cos-ö- , 

(4) y» = JB sinco cos-ö", 

und die entsprechenden Componenten der resultirenden Schub- 
spannung Tn 

Tn COs{tx) = ( J. — Nn) COSO COS-^, 

(5) Tn COS (ty) = (JB — Nn) sino cos^, 

Tn COS (tz) = (C — Nn) sin-ö«. 

Nach (4) hat man für die Totalspannung 

(6) Rn^ = Ä^ cos«üJ cos^-^ + B^ sin^o cos^& + C^ sin-^. 
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Die Componente von Rn in beliebiger Richtung s (Q, 0) drückt 
sich § 14, (11) entsprechend aus 

(7) Sn^= Ä coscD cos-^ COS Q COS0 + B sino cos-^ sinQ cos 

+ Csin^ sin0 
und diese Gleichung liefert mit Q ^= (o, «= ^ die Normalspannung 

(8) Nn = Ä cos*© cos*^ + B sin^o cos«^ + C sin«^. 

Die Totalspannung Rn können wir uns auch zerlegt denken in 
die Normalspannung Nn und zwei die Schubspannung Tn ersetzende^ 
zu einander rechtwinklige Gomponenten in der Ebene des afficirten 
Flachenelements. Die eine dieser Schub-Componenten Go,, möge der 
Ebene von o oder AB parallel sein, sodass die andre ^ G,^, in der 
Ebene von d' wirkt und ihre Richtungslinie die positive oder nega- 
tive Richtung der g-Axe (unter dem Winkel d) schneidet, je nach- 
dem -ö" positiv oder negativ ist. Wir bezeichnen die G«, G^ als 
positiv, wenn sie im Sinne der wachsenden cd, d" wirken und haben 
dann in (7) 

für G« Q = 90« + o, = 

für G^ Q = w, = 90« + ^. 

Damit ergeben sich 

(9) Goi ^={B — A) sin CO coso cos-ö-, 

(10) G^ = (C — Ä cos*a> — B sin'co) sin^ cos*»*, 

(11) RJ'^^Nn' + Tn', Tn' = GJ + G^\ 

Die Gleichung (10) lässt sich mit Rücksicht auf (8) schreiben 

(12) G<, = iC-Nn)ig» 

und (10) (8) (6) nehmen wegen sin* = 1 — cos* auch die Formen an 

(13) G^^lC—B + iB — Ä) cos^co] sin^ cos-ö-, 

(14) JV« = [JB — (7 + (^ - J5) co8*a>] cos*d + C, 

(15) iJ^« = [JB« _ C« + (A^ - JS«) co8*üj] cos«^ + C*. 

Aufgabe 16. Fall gleicher Hauptspannnngen. Nach § 16. 

Die Verhältnisse des Spannungsellipsoides und der Stellungs- 
fläche für den Fall anzugeben, dass zwei Hauptspannungen numerisch 
gleich sind. 

Werden zunächst beliebige rechtwinklige Coordinatenaxen an- 
genommen ^ so folgen die Werthe und Richtungen der Haupt- 
spannungen Ä, B, C aus § 14. Es seien %, S9, S die Absolut- 
werthe von Ä, JB, C. Wir denken uns die Axen der x, y, ia die 
Richtungen von Ä, B, C gelegt und haben nach §§ 15, 16 die 
Gleichung des Spannungsellipsoides 
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X,* r^* z^^ 

(1) -^ + -gr + ^ = 1 } 

die Gleichung der Stellungsfläche bei gleichen Vorzeichen von A^ B, C 

(2) i + i + i = ^ 

und die Gleichungen ihrer beiden Theilflächen; wenn B entgegen- 
gesetzten Vorzeichens wie A^ C ist, 



(3) 



or « T^ ff — -^ • 



Für die Normalspannung und Totalspannung auf ein Flächenelement 
der beliebigen Normalenrichtung n gelten: 

Nn'^ A cos^(nx) + B co8*(ny) + (7cos*(njBr), 

JB»*= a« cos«(wa:) + S« cos*(ny) + ©« cos«(nj9). 

Nehmen wir nun die Hauptspannungen A, B numerisch gleich 
an, so ist das Spannungsellipsoid ein Rotationsellipsoid 



(4) 



(5) ^"' + ^''' + -|^ = 1, Halbaxen % «, ©. 

Die Stellungfläche wird ebenfalls eine Rotationsfläche, deren Rota- 
tionsaxe wie die des Spannungsellipsoides in die Richtungslinie der 
dritten Hauptspannung C fällt. Speciell bildet die Stellungsfläche 

a) ein Rotationsellipsoid 

(6) ?!-±J^ + ^ = Z«, Halbaxen a^b=EyW, c^^Ky^ 

wenn alle drei Hauptspannungen gleiche Vorzeichen haben; 

b) ein einfaches und ein doppeltes Rotationshyperboloid 

''-^ + i = ^y Halbaxen a—KYW, b=Ky^^, c— Jq/S, 



wenn die numerisch gleichen Spannungen A, B verschiedene Vor- 
zeichen haben und A, C die beiden Hauptspannungen einerlei Vor- 
zeichens bezeichnen; 

c) ein einfaches und ein doppeltes Rotationshyperboloid 

K% Halbaxen a *= 6 « KyW, c = KY^i&, 
(8)- " 

wenn C entgegengesetzten Vorzeichens wie die numerisch gleichen 
Hauptspannungen ist Im Falle c) fällt die reelle Axe des doppel- 
ten Hyperboloides mit der Rotationsaxe zusammen, im Falle b) nicht. 



x« + y« 


z^ 


x' + y* 
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Für alle Flächenelemente, deren Normalenrichtungen in der 
Ebene der gleichen Hauptspannnngen A, B liegen, hat man 

(ne) = 0, (nx) = 90° + (wy), cos^(na;) + cos*(ny) = 1 

und damit aus (4) 

(9) . -B» = «, Nn = Ä[coB\nx) ± cos\ny)]. 

Im letzten Ausdruck gilt das obere oder untere Vorzeichen, jenach- 
dem A und B von gleichem oder verschiedenem Vorzeichen sind. 
Es folgen also bei gleichen Vorzeichen von A, B 

(10) iJ» = a, Nn = A, 

sodass alle Totalspannungen normal den afßicirten Flächenelementen 
wirken; bei verschiedenen Vorzeichen von Aj B dagegen werden » 

(11) JR«=»8l, JV„ =^cos2(wic), 

wonach z. B. für {nx) = 0, 45°, 90° resultirt Nn = A, 0, B. Im 
ersten Falle kann man natürlich zwei beliebige zu einander recht- 
winklige Spannungen Nn in der Aequatorebene des Spannungsellip- 
soids als Hauptspannungen Aj B wählen. 

Sind alle drei Hauptspannungen gleich gross und von gleichem 
Vorzeichen, so werden Spannungsellipsoid und Stellungsfiäche zu 
concentrischen Kugeln 

«* + »* + «* = 31^*, 

welche zusammenfallen, wenn man fSr die Stellongsfläche £^ = % 
wählt. 



(12) 



Aufgabe 17. Verschwinden einer Hanptspannnng. Nach § 16. 

Es ist anzugeben, wie zusammengehörige Spannungsrichtungen r 
und Normalenrichtungen n mit Hülfe der Stellungsfläche ermittelt 
werden können, wenn eine Hauptspannung G gleich Null ist. 

Die Axen der x, y, z mögen in den Richtungen der Haupt- 
spannungen Af By C liegen. Wie in Aufgabe 15 bezeichne (o den 
Winkel der durch die Richtungen n, ^ bestimmten Ebene mit der 
Richtung x und -ö* den spitzen Winkel von n mit der J-B-Ebene; 
dann haben wir nach A. 15, (4) neben Zn = 

Xn=^ A cosw cosd, Yn=^ B sino cos-O", 

(1) ^ = 3- tgc. 

Die Richtung r der Totalspannung JB» ist also nur von o, nicht 
von Q' abhängig, und drehen wir das zur ^J?- Ebene senkrechte 

Wbyhauch Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 3 
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Flächenelement der Spannungsrichtung r um seine Spur in dieser 
Ebene, so gilt für alle zwischen -^ = -j- 90^ und -&• = — 90° erreich- 
ten Flächenelemente mit dem gleichen Winkel o auch die gleiche 
Richtung r. 

Die Gleichung eines zur -äJB-Ebene senkrechten, durch X„, F», 
Z„ = afficirten Flächenelements ist nach § 16, (1) 

(2) ^^+|^y=l 

und diese Ebene ist parallel der in der Richtung r einer Cylinderfläche 

(3)* ?! + ?^' = + z» 

tangentialen Ebene. Da aber Bn in der ^^JB- Ebene wirkt, so können 
wir auch sagen: Eine bestimmte Spannungsrichtung r entspricht 
u. A. einem Flächenelement senkrecht zur -4 JB- Ebene, dessen Spur 
parallel zu der in der Richtung r berührenden Tangente an die 
Curve zweiter Ordnung (3) ist. 

Um nun alle Flächenelemente zu erhalten, welche von Total- 
spannungen der Richtung r afficirt werden, legt man durch den 
Schnittpunkt von r mit der Curve (3) eine Tangente an letztere 
und zu dieser eine Parallele durch den Punkt m. Alle Flächenele- 
mente, welche den unendlich vielen durch die Parallele gehenden 
Schnittelementen beiderseits anliegen, haben als Richtungslinie ihrer 
Totalspannungen JR« die Richtungslinie von r. Die Spannungsrich- 
tung r jedoch entspricht nur den von r getroffeneu oder nicht ge- 
troffenen Flächenelementen, je nachdem die Normalspannung Nn 
ziehend oder drückend wirkt. — Will man zu einem Flächenelement 
die Richtung r der afficirenden Spannung R^ haben, so legt man 
parallel der Spur des Flächenelements, auf gleicher oder entgegenge- 
setzter Seite von m je nachdem Nn Zug oder Druck bedeutet, eine 
Tangente an die Curve (3) und zieht von m aus nach dem Tangenz- 
punkte die Richtung r. 

Aufgabe 18. Eine Darstellung des Spannnngsznstandes. Nach § 16. 

Die resultirenden Spannungen JR„ aller einem Punkte m an- 
liegenden Flächenelemente f^ seien parallel mit sich selbst von den- 
jenigen Punkten Ic aus angetragen, in welchen die Normalen n dieser 
Flächenelemente eine mit beliebigem Radius R um m als Mittel- 
punkt gelegte Kugelfläche treffen. Man soll die von den Endpunkten 
e der 22» gebildete Fläche bestimmen. 

In Hinsicht eines beliebigen durch m gelegten rechtwinkligen 
Coordinatensjstems hat der Punkt h die Coordinaten 
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(1) Xk = B cos (na?), Y* — JB cos(ny), Zk^' B cos(n0). 

Soll nun i2|, «= jte parallel mit sich selbst von h aus angetragen 

werden^ so kann dies immer noch so geschehen, dass der den Sinn 

von Bn andeutende Pfeil von k nach e oder aber von e nach Je 

weist. Im Folgenden sollen für den ersten Fall die oberen, für den 

zweiten die unteren Vorzeichen gelten; dann sind die Coordinaten 

von e 

X == jR cos(na:) + Xn, 

(2) T=BcoB{ny)±Yn, 

Z=JBcos(w^) +Zn. 

Denken wir uns jetzt die Axen der X, Y, Z ia die Richtungen der 
Hauptspannxmgen Ä, B, C gelegt, so hat man 

(3) Z, = J. cos(wa?), r„ = J5 cos(wy), Z» = (7 co8(nje?) 

und es folgen 

f X = (B±Ä)coB(nx), 

(4) - r=(22 + JS)cos(ny), 

Z = (B±C)cos(n0). 

Durch Substitution der hierdurch bestimmten Cosinuswerthe in 

cos*(nir) + co8*(ny) + cos^{ne) = 1 
ergibt sich 

® i^r+ i^)'+ i^r- >• 

Wir können aussprechen: Legt man um einen Eörperpunkt m eine 
Kugel von beliebigem Radius 22 und trägt bei jedem Oberflächen- 
punkte k derselben die Spannimg desjenigen m anliegenden Flächen- 
Clements an, für welches mk die Normalenrichtung ist, so liegen 
die Endpunkte e der Bn auf einem Ellipsoide vom Mittelpunkte ni, 
dessen Halbaxen gleich den Absolutwerthen von B ■+Ä, B + li, 
B + C sind und in die Richtungslinien der Hauptspannungen Ä, 
B, G fallen. 

Die Darstellung lässt sich mit Rücksicht auf die freigelassene 
Wahl des Eugelradius B und der Antragsseite von Bn bedeutend 
vereinfachen« Wählen wir die Bezeichnungen so, dass algebraisch 
genommen A<B<C, 

so sind hinsichtlich der Vorzeichen der Ä, Jß, C folgende Fälle möglich: 





A 


B 


C 


I 


+ 


+ 
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n 
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Es genügt, die beiden ersten Fälle ins Auge zu fassen, da die andern 
daraus hervorgehen, wenn man Druck als positiv betrachtet und 
gleichzeitig die positiven Richtui^en der Ooordinatenaxen ändert. 
Wählen wir B, = C und tragen die Spannungen B» so auf, dass 




Kg. 8. 

die Pfeile von e nach h weisen, so geben (4) (5) über in die Glei- 
chungen 

X=^{C — A) co8(na;) = X» — X„ 

Y^{C-B) co8(ny) = F» - F«, 

Z '=(0—0) cos (m) = Zt — Z, = 0, 



(6) 



(7) 



Der Ort des Punktes e ist aus einer EUipsoidoberfläche zur Um- 
hüUungsfläche des nach Aussen durch die Ellipse 



(8) 



(öf^r+L^f-j- 



1 



begrenzten Theils der AB-l&hene geworden. Für alle Flachenele- 
mente von gleichen Winkeln (nss) und die die mit ihnen zusammen- 
hängenden Flächenelemente entgegengesetzter Normalenrichtung lie- 
gen die Punkte e auf zwei sich deckenden Ellipsen der Gleichung (7). 
Da die Halbaxen C — -4 imd C — B von (8) im Falle I beide kleiner 
und im Falle II beide grosser als der Eugelradius C sind, so liegt 
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die Ellipse im Falle I ganz innerhalb und im Falle II ganz ausser- 
halb der Kugel. Aus (6) und (1) folgen 
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(10) 

Zur klareren Uebersicht dient folgende aus (9) hervorgehende Aus- 
führung der Darstellung. Man theile das der Kugel in der XY- 
Ebene umschriebene Quadrat; nachdem es mit dem Mittelpunkte in 
der Z-Axe parallel der XF- Ebene verschoben ist (Fig. 9), in ein 
Netz von gleichen Quadraten und das der Ellipse (8) umschriebene 
Rechteck in ein Netz von congruenten Rechtecken der gleichen 
Maschenzahl. Wird dann von irgend einem Punkte h der Kugel 
ein Perpendikel hq auf die Quadratfläche gefällt und ist e der q 
entsprechende Punkt im Rechteck, so stellt Jce die Spannung Rn für 
das Flächenelement der Normalenrichtung mh dar. Der Symmetrie 
halber genügt es natürlich^ die Darstellung fiir einen Kugeloctanten 
vorzunehmen. 

Obige Darstellung des Spannungszustandes wurde von Mohr 
gegeben im Civilingenieur 1882. Ueber andere Darstellungen siehe 
Mohvy Zeitschr. d. Hannöv. Arch.- u. Ingenieur -Vereins 1871, und 
Civilingenieur 1882; Weyrauch^ Theorie des Erddrucks auf Grund 
der neueren Anschauungen, Wien, 1881; Finger, Sitzungsben d. 
Wiener Akademie 1882. 

Aufgabe 19. Maximalneigiing der Spannung zum Flächenelement. 

Nach § 18. 

Für Flächenelemente senkrecht zur Ebene zweier Haupt- 
spannungen ^, JB die Beziehungen zwischen den Spannungen und 
dem numerischen Maximum des Richtungswinkels ä der Total- 
spannung abzuleiten. 

Legen wir die jS^-Axe in die Richtung der Hauptspannung (7, 
so kann die ganze Untersuchung in der Ebene geführt werden, wir 
haben den in § 18 betrachteten Specialfall IL ^ 

Es mögen die Axen der Xy y zunächst parallel den Haupt- 
spannungen A, B liegen, dann hat man für jedes Flächenelement 
senkrecht zur w^J3-Ebene, welches einen Winkel ß mit der Richtung 
X einschliesst, 

(1) 



I S = + r -= ^-2^ sin 2/J; 
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(2) tg<J=4= ^"''' 






Der Winkel d erreicht Maxima und Minima fär 

dtg» N A j ^'Sr 3 

-fß Tß ö «<*«'dF=-lyr- 

Da nun nach (1) 

dN={Ä — B) sin 2/S, dS = {A — B) cos 2ft 

so folgt für Maxima und Minima von 8^ welchen der Index 1 ent- 
sprechen mag; 

(3) tg *i = |. = cot 2ft , 2ft = + (90 - *,). 

Mit jSi = und 90^ erhalten wir numerische Minima des Win- 
kels d, für jSi «= 45® — V ^^^ — 45® + -^ *lso die existirenden Maxima. 

Die zu letzteren gehörigen zwei Schnittelemente schliessen gleiche 
Winkel mit den Hauptspannungen A sowie dann natürlich auch mit 
den Hauptspannungen B ein. 

Nach (2) (3) hat man für die Flächenelemente^ welche Maximal- 
werthen von 8 entsprechen^ 

1 r. /* sin 2 flj 

cot 2/Ji = -a~ä:b ' 

^^-C082ft 

woraus 

(4) cos 2 A = + sin (Ji = ^^4 • 
Aus (1) folgt damit 

(5) iv;= ^"^^ 



ul + J5 
und weil wegen sin* = 1 — cos* nach (4) 

(6) 8in*2A = cos«*, = ^^^, 

80 liefern (1) (5) für die 8^ entsprechende Schubspannung und Total- 
spannung die Absolutwerthe 

während das Vorzeichen von iSi = + ^i ^^^ bekanntem jS^ aus (1) 
folgt. *i und damit nach (3) auch /S^ hängt von den wirkenden 
Kräften und den Eigenschaften des in Frage kommenden Körpers 
ab. Aus (2) entsteht mit Rücksicht auf (4) 

(9\ fcrA _ W]l2ft_C08^2ft 

oder wegen tg 8^ = sin 8^ : cos 8^ nach Wegschaffen des Nenners 
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(9) sin *i = cos 2/Ji sin (2/Si + d^). 

Bei Beachtong von (4) (6) erhält man noch 

und hieraus 

(io) ijj« =. ^« tg*/s„ B = Ate»ß,. 

Denken wir uns jetzt parallel der ^i^-Ebene beliebig gerichtete 
Coordinatenaxen x, y angenommen; so gelten nach § 18 , (7) oder 
§ 14 die Beziehungen 

A+B=X,+ Yy, A— B = ±y{X, — Yyf + 4.Xy^ 

und damit entsteht aus (4) die in der folgenden Aufgabe wichtige 
Beziehung 

(1 1) (Z. + r,) Bin *, + n^, - Tyf + 4Z/ = 0. 

Die abgeleiteten Gleichungen gelten natürlich nur, wenn in 
mathematischem Sinne Maxima des Zahlenwerthes von ö existiren. 
Es existiren aber solche nicht; wenn die Hauptspannungen Ay B 
verschiedenen Vorzeichens sind, in welchem Falle (7) auf imaginäre 
T, B führt und (4) den Cosinus des Winkels 2ß^ grosser als 1 
verlangt. Wir konnten das schon aus § 16 wissen und entnehmen 
dort ferner, dass bei verschiedenen Vorzeichen von A^ B zwar keine 
mathematischen Maxima, aber die grössten Zahlenwerthe von 8 als 
dl = + 90^ eintreten. Für die zugehörigen Flächenelemente folgen 
mit JVi = aus (1) 

(12) co82^,-A±|, 8m*2A j^^,T,=B,=^y=ÄB. 

Da der Quotient 

(18) ^- ?«-«'^ -<^L^(-lA|cs2^ - 1) 

mit /Sj Dach (12) wegen ^7"= imendlich wird, so überschlägt hier 
die Tangente an die zu den ß als Abscissen aufgetragen gedachte 
Curve der 8 einen endlichen Raum, es tritt für ß ^^ ß^ eine Curven- 
ecke ein. 

Aufgabe 20. Druck cohäsionsloser Erde auf Stützwände. Nach §18. 

Es soll der Druck einer ruhenden, homogenen Halbflüssigkeit 
mit ebener Oberfläche und sonst nach allen Seiten unendlicher 
Ausdehnung auf solche im Innern gelegene ebene Flächen abgeleitet 
werden, deren Normalenrichtungen senkrecht den horizontalen Er- 
zeugungslinien der Oberfläche sind. Die Halbflüssigkeit (Sand) ist 
dadurch charakterisirt, dass ihre Theilchen ohne Cohäsion zusammen- 
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liegen^ Zugwiderstände also nicht auftreten und Schubkräften nur 
die Reibung entgegenwirkt. Der Maximalwiderstand der Reibung 
ist proportional dem Normaldrucke anzunehmen. 

Da Zugspannungen ausgeschlossen sind^ so wollen wir Druck- 
spannungen als positiv einführen, d. h. in den allgemeinen Gleichungen 
— Nn, — Xx, — Fy, — Z, an Stelle von iV„, Xc, Yy, Z, setzen. 
Die Begrenzung der Halbflüssigkeit möge zunächst ganz beliebig 
sein. Der Reibungs wider stand für ein beliebiges Flächenelement 
kann pro Quadrateinheit höchstens den Werth fNn erreichen, unter 

(1) f=tg<p 

einen constanten Coefficienten verstanden, welcher Beibutigscoeffi' 
cient genannt wird, während der spitze Winkel 97 BeibungS' 
winkd heisst. Beide Grössen sind Absolutwerthe ohne Vorzeichen. 
Soll nun bei einem Punkte m{Xj y, e) Gleichgewicht herrschen, so 
muss für alle m anliegenden Flächenelemente sein 

(2) Tn^fNn, ^</'=tg9, 

n 

oder, wenn (tfj) den Absolutwerth des numerisch grössten Winkels 
d zwischen Richtungslinie der Totalspannung und Normalenrichtung 
des Flächenelements bedeutet, 

(3) (*i) ^ 9. 

Falls für irgend ein Flächenelement bei m gerade (d^) = g? wird, hat 

man es mit einem Grenezustande des Gleichgewichts zu thun. 

Nehmen wir jetzt als Begrenzung der Halbflüssigkeit eine be- 
liebig geformte Cy linderfläche von unendlich langen, horizontalen 
Erzeugungslinien an. Für jede Ebene senkrecht zu den letzteren 
ist die Anordnung der Halbflüssigkeit auf beiden Seiten genau die 
gleiche, die Flächenelemente, welche einer solchen Symmetrieebene 
anliegen, werden nur von Normalspannungen afficirt, und legen wir 
die iEf-Axe den Erzeugungslinien parallel, so gelten die Gleichungen 
des § 18. Hier interessiren nur Spannungen auf Flächenelemente 
senkrecht zur a:y-Ebene, weshalb wir von den Beziehungen des in 
§ 18 betrachteten Specialfalls H ausgehe^ können. Dabei ist zu be- 
achten, dass wegen tg tf = 5 : 2V mit der Aenderung des Vorzeichens 
von N auch der positive Drehungssinn des Winkels 8 wechselt^ 
welcher jetzt der Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzt ist 
Nach A. 19, (11) hat man, wenn ö^ den numerisch grössten Winkel 8 
für die in Frage kommenden Flächenelemente bezeichnet, bei jedem 
Punkte m 

(X, + Yy) sind, + y(x:-YyY+4rxJ= 0. 
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Wenn Gleichgewicht bestehen soll, so muss d^ zwischen — 9 und 
4" 9 bleiben, d. h. es ist Gleichgewicht möglich für 

y(Z, - YyY + 4Z/ - (X, + Y,) simp bis -(X, + Y,)smq>. 
Es existireü also zwei Grenzzustande des Gleichgewichts, für welche 



oder 



ViX, - Y,y + 4 V = ± (^. + Yv) sin 9 , 
(X« - Y,y + AXy' = (X. + r,)» sin» 9, 



oder auch mit Rücksicht auf 1 + siii* 

2 



(4) 



a 2 — COS* ist 

Für alle Werthe von X«, welche zwischen den nach (4) den Grenz- 
zustanden entsprechenden liegen, besteht Gleichgewicht. Die bis 
jetzt erhaltenen Resultate gelten auch, wenn die angenommene Be- 
grenzung der Halbflüssigkeit zum 
Theil aus festen Wänden besteht. 
Seitlich unbegrenzte Erdmasse. 
Gehen wir jetzt zu dem speciellen 
Falle der Aufgabe über. Die x-Axe 
werde in die ebene Oberflache, also 
die y-Axe senkrecht der letzteren 
mit der positiven Richtung nach 
unten gelegt. £ bezeichne den 
spitzen Winkel der Horizontalen 
mit der Richtung x und v den 
spitzen Winkel der Verticalen mit 
solchen Flächenelementen, welche 
gegen x den Winkel a bilden. ^*« ^^• 

Nach § 18, (1) hat man fürs Gleichgewicht wegen Yx = Xj 




ex, 

dx 

dx 



y 



dx 

I y 






dx ' dy 

Da von Massenkräften nur die Schwere wirkt, so sind die specifischen 
Massenkräfi;e 

(5) X = — jrsinf, F=gfcos«, 

und weil der unendlichen Ausdehnung der Halbflüssigkeit wegen 
die Xar, Yyy Xy unabhängig von x sind, so folgen aus den ange- 
schriebenen Differenzialgleichnungen, abgesehen vom Drucke der 
Atmosphäre, 

(6) Xy «= yy sin f, Yy = yy cos £, 
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wobei wir das specifische Gewicht der Halbflüssigkeit durch y be- 
zeichneten und in üebereinstimmung mit dem weiter oben Gesagten 
das Vorzeichen von Yy wechselten. Für a = und 180® hat man 
nach § 18, (21) (22) mit (6) 

(7) B = yx,«+r/=yy, 



S 



tg* = "V = "" V "=" — tg*- 



N 

Die resuUirende Kraft auf jedes der Oberfläche parallele Flächen- 
Clement ist vertical und gleich dem Gewichte der senkrecht darüber 
liegenden HaJbflüssigTceit 

Mit den gefundenen Werthen von Xy, Yy folgt aus (4) 
Xx = - - g— [cosf + ycos^fi — cos* 9 J — yy cos« 

und setzen wir 

(8) X, = (2p - cos£ cosy) -f J^ 

so ist Gleichgewicht möglich für alle Werthe von q zwischen den 
folgenden beiden: 

(9) 



(10) 



Qu 



9o = 



cos« — ycos'f — COB^<p 



cosqp 



C08S -{-YcOB'S — COB*(p 

cos 9 



Hierin kann auch cos* s 
— cos* 9=sin(9)4"^)sin(9?— «) 
gesetzt werden. Wenn X« 
unter den mit (9) entstehen- 
den Werth sänke, würde das 
Gleichgewicht aufhören und 
ebenso wenn Xx über den 
mit (10) folgenden Werth 
hinauswüchse. Man pflegt da- 
her die Q ==^ Qu lind p = Po 

entsprechenden Gleichge- 
wichtszustände bezw. den 
unteren und oberen Grenz- 
zustand des Gleichgewichte 
zu nennen. Führen wir Xx nach (8) in die weiteren Formeln 
ein, so ergeben sich die Spannungen beliebiger Flächenelemente für 
alle möglichen Gleichgewichtszustände und um speciell den unteren 
oder oberen Grenzzustand zu erhalten, hat man nur q nach (9) 
oder (10) anzunehmen. 

Nach § 18, (18) (19) haben wir für ein beliebiges Flächen- 




Fig. 11. 
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element senkrecht zur xy-Ehene bei Beachtung der oben einge- 
fShrten Zeichenwechsel von N, X^, Yg 

N = ^'t^" — -'-^^ co82o + X„ sin2a, 

8= + T = — 'T ' sinZa - X. co82a, 

oder wegen a = 90® — v + a, sin 2 a ■= sin 2 (v — «), cos 2a == 
— cos 2{v — s) 

5f = '~ " sin2(i/ - c) + Zy cos2(i/ — e). 

Durch Substitution der aus (6) (8) folgenden Werthe 

(11) Z.+ r, = ^y, X,-r, = (^-cos*)2yy 

und des Ausdrucks (6) für Xy folgen 

?. = p -|- p cos2(t/ — s) — cos 97 cos (2 1/ — c), 

(12) 



yv 



^ =- — p sin2(v — «) + cosy sin(2i/ — «). 

Für die lothreclite und wagrecbte Componente der Totalspannung R 
auf unser Flächenelement hat man nach Fig. 11 

Z = ^ sini/ + S cosv, 
ff = ^ cos V — Ä sin V, 

oder mit Rücksicht auf (12) und bekannte goniometrische Formeln 



(13) 



^ = 2p sin« cos(i/ ^ «) + CO89) sin(i/ — «), 

= 2p COSf COS(l/ — 5) — COSy C08(l/ — f). 



Der Winkel d und der Winkel der Horizontalen mit der Richtungs- 
linie von B sind bestimmt durch 

(14) tg* = 4' tg(t. + «)--^, 

und da diese Quotienten nach (12) (13) nur von v^ Sy q> (nicht von y) 
abhängen, so können wir aussprechen: Für alle Elemente einer senJc- 
redU zur xy-Ebene durch die Hälbflüssigkeit gedachten ebenen Flädie 
sind die afficirendepi Kräfte von einerlei Riditung. 

Für ein Flächenelement senkrecht zur o^j^-Ebene, welches von y 
bis y -]- dy reicht und in der Richtung der z-Axe die Länge 1 hat, 
ist der Totaldruck 

dD = R-% = -^ydy. 
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sine = cofcs ^r — * v 






Dl ako — Tca f i:rAr-r.»ngig ist, 

~ <o fcljt d^r:i ki<?cr»i:on der 
r^raci arf ^ll«? <■":•*=:'? Fliehe der 
Llr:^ 1, wel.l* t:2 jr, bis jf 

■:»lrr t:::: i-er T^nf-ckle^ Tiefe 4^ 
' U i z:^':rrz iLnzL Scirin ^ mit 

-^» I * *^fi ^ V y *• ^ »tt-.»*T 
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Die bis jetzt erhaltenen Gleichungen geben Grosse ; Richtung 
und Angriffspunkt des Druckes D für alle möglichen Gleichgewichts- 
zustände. Es interessiren aber besonders die beiden Grenzzustande 
des Gleichgewichts. Für diese liefern (9) (10) 

(22) (>* cos 9 = 2^ cos £ — cos q) 

und damit (18) (19) 

"^ L C08 V J COS (y + a) 2 ' 
, ^ , ^N 2 sin » , tg(y — g) 

^ >■ ~ ^ Q COB q> Q^ 

Horizontale Oberfläche. Mit £ => folgen aus (9) (23) für den 
unteren Grenzzustand 

(D = tg«(450-|)3A-V_|, 



(25) 



tg („ + *) = -v^- 



(28) 



und speciell bei yerticaler Druckfläche 

(26) * = 0, D = tg«(45»-|-)^^^V. 
Für den oberen Grenzzustand erhält man aus (10) (23) 

(27) ^ = ^t^--*(450-f), 

und bei yerticaler Druckfläche 

(29) J = 0, D = cot» (45» - f ) ^^A! y. 

Die Verticalcomponenten von D sind hiernach für beide Grenz- 
zustände von gleicher Grösse 

(30) r=Dsm(v + d) = -=^' r tg V, 

d. h. gleich dem Gewichte der senkrecht über der gedrückten Fläche 
liegenden Halbflüssigkeit. Die Horizontalcomponenten 

des oberen und unteren Grenzzustandes dagegen stehen im Yer- 
hältniss 

(31) §"=cot*(45»-|), 
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wonach z. B. für 

gj =0, 20, 25, 30, 35, 45, 90«: 

HoiHu^lj 4,160, 6,071, 9, 13,617, 33,970, oo. 

Wasserdruck. Für wirkliche Flüssigkeiten ist mit 9 = 0, £ = 
nach (9) (10) stets (» = 1, es existirt nur ein Gleichgewichtszustand, 
für welchen aus (19) (18) folgen 



(32) 



= 0, 



D 



Ä«-Ä. 



2 COS y '^^ 

während (20) (21) unge'andert bleiben. — Der Fall, dass nur ein 
Gleichgewichtszustand möglich ist, tritt auch für Halbflüssigkeiten 
immer dann ein, wenn £ seinen numerischen Marimalwerth + q> 
erreicht oder, wie man sich ausdrückt, wenn die Oberfläche nach 
der ncdürlichen Böschung geneigt ist, womit aus (9) (10) ^ »« 1 
wird. Für wirkliche Flüssigkeiten ist der natürliche Böschungs- 
winkel £ = 0. 

Begrenaung durch feste Wände. Der Druck von Halbflüssig- 
keiten auf feste Wände kann bis heute nicht mit voller Schärfe 
bestimmt werden. Auf Grund von Baisonnements lässt sich an- 
nehmen, dass die aufgestellten Beziehungen auch f&r feste Wände 
gewisser Stellungen gelten und dass dann der active Druck der 




Fig. 18. 

Halbflüssigkeit gegen die Wand (Druck auf eine das Vorrücken der 
Halbflüssigkeit verhindernde Wand) dem unteren Grenzzustande, der 
passive Druck auf die Wand (Widerstand gegen eine nach der 
Halbflüssigkeit vorrückende Wand) dem oberen Greuzzustande des 
Gleichgewichts entspricht. Beispielsweise würde die aufgestellte 
Theorie in dem technisch wichtigen Falle gültig bleiben, dass bei 
fester Begrenzung £ «= und für alle Wandelemente v >; ist (Fig. 13). 
Es sind dann die oben gegebenen Formeln (24)— (31) zur An- 
wendung zu bringen. — Näheres über den Einfluss fester Wände 
und weitere Beziehungen zum Drucke unbegrenzter Halbflüssigkeiten 
findet man in Weyramh^s Theorie des Erddrucks auf Grund der 
neueren Anschauungen, Wien 1881. 



~ 47 - 

Der Erste, welcher die allgemeinen Gesetze stetiger Spannungen 
auf Halbflüssigkeiten anwandte, war Bankine (Transactions of the 
Royal Society 1856 — 57). Die ältere, nach Coulomb benannte 
Theorie des Erddrucks auf Stützwände untersuchte das Abgleiten 
eines durch Wand, Oberfläche und Gleitfläche begrenzten Erdprismas, 
wobei ohne Weiteres die Gleitfläche eben und der Richtungswinkel 
d = oder (seit Poncelet 1840) gleich dem Reibungswinkel ^ 
Yon Erde auf Wand angenommen wurde. Eine derartige Wahl von 
d war nur möglich bei Ausserachtlassung einer Gleichgewichts- 
bedingung, durch welche d bestimmt ist. Unter Berücksichtigung 
der letzteren gab der Verfasser eine Theorie (Zeitschr. f. Baukunde 
1878), welche die Resultate der älteren und neueren Ableitungen 
für den allein wichtigen activen Erddruck in der Formel 

^ ^ ^ L(n + 1) cos v\ 008 {y '\-S) 2 

vereinigt, worin zu setzen 



(34) w = T/ 



cos (y + 8) sin (<p — «) 



cos (v + ^) c<>8 (v — b) 
Der Erddruck nach den älteren Theorien ergibt sich mit d «== 
oder ^, der Erddruck nach der neueren Theorie mit d nach (14) 
(23). (25). Die Schwierigkeit der älteren Theorie liegt in der Form 
der Gleitfläche, die Schwierigkeit der neueren in dem Einfluss fester 
Wände. 

Weitere Ableitungen auf Grund der neueren Anschauungen 
siehe Levy^ Comptes rendus de TAcad. des sciences 1867; Con- 
sidiere, Annales des ponts et chauss. 1870; Mohr, Zeitschr. d. 
Ing.- und Arch.- Vereins zu Hannover 1871; Wifikler, Neue Theorie 
des Erddrucks, Wien 1872. Eine Uebersicht der Literatur und der 
verschiedeneu Theorien gibt Cnignola, Sulla spinta delle terre, 
Torino 1880. Tabellen auf Grund von (33) (34) im Sinne der 
immer noch viel verwendeten älteren Theorie enthält Crugnola, 
Sui muri di sostegno, Torino 1883. 

Aufgabe 21. Ableitung von Hauptspanniingen. Nach § 18. 

Für die Greuzzustände des Gleichgewichts im Falle der vorigen 
Aufgabe die Hauptspannungen abzuleiten. 

Nach § 18, (7) sind die Hauptspannungen 



2 

y 7 



^ - -'^-'- + }/(— 2--) + ^1 
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Hierin hat man in unserem Falle mit (6) (11) der vorigen Aufgabe 



Speciell für die Grenzzustande des Gleichgewichts ist nach A. 20^ (22) 

2 o cos e II« 

= 1+9*, 



COS 9 
daher wird für diese 



'K — ^vV . ^. 2 ^yy ^^^ "^ 



V{^^)+ ^ 



COS q> 

Substituiren wir diesen Ausdruck und 



2 cos tp 

in die beiden ersten Gleichungen^ so folgen die Hauptspannungen 

I ^ = ^ toe'" ^ 9yy = py y cot (45- - f ) , 

womit allgemein 

(2) B = ^.tg«(45''— f.). 

Die Richtungswinkel a der Flächenelemente, welche durch eine 
Hauptspannung h afficirt werden^ sind nach § 18^ (23) mit A. 20^ (6) 

bestimmt durch die Gleichung 

h 

cose 

tga --^, 

° Sin e ' 

also für die Hauptspannung % «» ^ 

(3) tg « = cot £ — J~ cot (450- -I-) 

^ ^ ^ sm c \ 2 / 

und für die Hauptspannung h ^^^z B 

(4) tg« = cote-^-ji^tg(450-f). 

Es genügt natürlich je einen Richtungswinkel anzugeben, da man 
weiss, dass die demselben Schnittelemente anliegenden Flächen- 
elemente gleich grosse und entgegengesetzt gerichtete Spannungen 
erleiden. 

Beispielsweise erhalten wir für den einzigen Gleichgewichts- 
zustand, der im Falle s = q) möglich ist, wegen ^ «^ 1 

A = yy cot [Ab'— ^) mit tga = — cot (450-|-), a = 1350-^|, 
-B = yytg(45«-|-) „ tga= tg(45«-f),a=45«--f- 
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Für Wasser hat man mit 9 = A = B =^ yy, während a nach 
(3) (4) unbestimmt wird, alle Fiächenelemente bei einem bestimmten 
Punkte erleiden gleiche Spannungen. 

Allgemein hat man bei horizontaler Oberfläche oder £ = im 

unteren Grenzzustande wegen 9 = tg (45® — -|-) 

A^s=^yy mit a = 0, 

-B = yy tg» (45« - 1) „ « = 90» 

und im oberen Grenzzustande wegen q = cot (45® — -| ) 

^ = yy cot«(45® — 1^) mit a = 90®, 

B = yy „ « = 0. ^ 

Zwar werden die Ausdrücke für tg a unbestimmt; da wir aber 
aus der vorigen Aufgabe wissen, dass der Druck yy auf ein der 
Oberfläche paralleles Flächenelement gleich yy und vertical ist, so 
konnten die Winkel ohne Weiteres angegeben werden. Die verticale 
Halbaxe' der Spannungsellipse (Schnitt der ^JB- Ebene mit dem 
Spannungsellipsoide) ist in beiden Grenzzuständen des Gleichge- 
wichts gleich yyy die horizontale Halbaxe dagegen ist im unteren 
Grenzzustande kleiner, im oberen grösser als yy. Das Grossenver- 
hältniss der horizontalen Halbaxen im oberen und unteren Grenz- 
zustande entspricht dem in voriger Aufgabe angeführten Yerhältniss 

Aufgabe 22. Derivirte der Totalspannung and Schubspannung. 

Nach § 19. 

Es sollen die Derivirten der Totalspannung 22„ und der Schub- 
spannung Tn bei veränderlicher Normalenrichtung n des afflcirten 
Flächenelements angegeben werden. 

Da Rj? und die Hülfsfunction Pn» nach § 15 die Form der in 
Aufgabe 5—8 behandelten Functionen 9»; ^n» haben, so ergeben 
sich aus Aufgabe 7 

a-BJ dBJ dBJ 

und für den Fall, dass man von n aus nach irgend einer zu n senk- 
rechten Richtung s hin um den kleinen Winkel dö vorgeht (wobei 
alle n unendlich benachbarten Richtungen erreicht werden können) 

dB * 
(2) -äT-^P'" 

WcTJULUCH, Aufgaben zur Tlieorie elast. Körper. 4 
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Wegen T^ = B^ — Nn* und weü mit 

(3) 8n = Tn cos {ts) = JR» cos (rs) 
nach § 19 

da ^ da "da " " 

erhalten wir 

(4) ^ = 2(P.. - 2Nn8,). 
Aus (2) und (3) aber folgen 

^^'^ TS" ~ Ä~ ' "57" "~ 2\~ 

Die Beziehungen (2) (4) zeigen u. A., dass von jeder Richtung n 
aus nach beliebigen dazu senkrechten Richtungen s hin En um so 
stärker variirt, je grösser das entsprechende P«« ist^ dass für Haupt- 
spannungsrichtungen n die Function P«« bei beliebigem s ver- 
schwindet und für die von Hauptschubspannungen afficirten Flächen- 
elemente Pn« «= 2Nn8n ist, dass Rn coustaut bleibt^ wenn s eine 
Hauptspannungsrichtung ist^ und dass verschwindende P«« und con- 
stante R» einander bedingen. 

Aufgabe 23. Versehiebluigen durch eoncentrische Yerrfiekangen. 

Nach § 22. 

Die Totalverrückungen q aller Punkte eines Körpers sind allein 
Functionen ihrer Abstände r von einem innerhalb oder ausserhalb 
des Körpers gelegenen Punkte und fallen in die Richtungslinien 
jener r. Es sollen hinsichtlich eines beliebigen Körperpunktes tn 
die Normalverschiebung, Normalgleitung, Totalverschiebung, Total- 
gleitung, Dehnung und Schiebung beliebiger Richtungen n abgeleitet 
werden. 

Wir geben dem Coordinatensystem den Ursprung und eine 
feste Lage gegen die anfängliche Gruppirung der Körperpunkte. 
Dann sind für den Punkt m (rr, y, 0) die Componenten der Total- 
verrückung q in den Richtungen x, y, e 

(1) S = a;J, v-yi, £ = ^f 

Hieraus folgen 

^ = :?. fr ^^- — ~ o — ) 4- ^ 
dx r* \ dr dx ^ dx) ^^ r ' 

dl x^f ^ ^ ^^\ 

dy r' \ dr dy ^ dy)^ 

dl X f dg dr dr\ 

dz r* \ dr dz ^ dz) 



i 



Ntm hat man 




r» = a? + »» + £», 


r dr ^ 


(2) 1^-7' 


dr y 
dy r' 
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r dr ^== X dx + y dy •\- z dZy 

dr z 

Durch Substitution der letzten Werthe in die darüber stehenden 
Ausdrücke für die Differentialquotienten und mit der abkürzenden 
Bezeichnung 

(3) ^-5F-^ 

ergeben sich die Gleichungen (4)^ während (5) (6) in ganz analoger 
Weise aus den Formeln (1) für ij, g hervorgehen. 

(4) ^x = -^ ^ + ~ > ^» "^ "j^ ^y^ 5?« = -^ a;^ , 

(5) Vx^y^y^y yy = 7.y* + 7; yz = ^y^> 

(6) g^ = Ji ierrc, ^y — f, ^y, xi, = ^^ ^« + 



r 



(7) 



Für die dem Punkte m in beliebiger Richtung n benachbart 
gewesenen Punkte erhält man nach § 21, (2) die Componenten der 
Totalverschiebung rn in den Richtungen Xy y^ z 

a;^ = .?- cos (wa:) + -f I rc cos (nrc) + y cos (wy) + z cos (nxi)J , 
y« = 7 cos (wy) + ^f [a: cos {^x) + y cos (wy) + 4r cos (n;ar)] , 

Zn^^~ cos (n^r) + — ^ a; cos {nx) + y cos (ny) + ^ cos (w^r) , 

und nach § 4, (8) die Componente von r» in beliebiger Richtung s 
s^ = ^ cos (ns) + ^ [ic cos (na:) + y cos (ny) + z cos (n;?)] 

• I a: cos {sx) + y cos (sy) + ^ cos (sje?)J . 
Diese Gleichung liefert mit s = n die Normalverschiebung 

(9) r%n = ^- + -T [« (cos (na;) + y cos (ny) + z cos (nxi)] 

und enthält auch (4)— (7) als specielle Fälle. Aus (8) folgt durch 
Vertauschen von 5, n 

(10) n, = 5«, womit gn» == s» + n, — %Sn 

bestimmt ist. Speciell für ns = a:y, yZy zx sind nach (8) (10) 
oder (4) — (6) die Normalgleitungen 

(11) 5r,y = -J a;y, sr^. = ^,- y^, flfz, = ^r ^^. 



(8) 



4 



• 
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Die Totalgleitung zweier beliebiger Richtungen n, s ergibt sich 
nach Einsetzen der durch (7) bestimmten Yerschiebungscomponenten 
in § 6, (4) 

Pm = zi COS (ns) 



(12) 



(14) 



+ -g (— + q)) \x cos {nx) + y cos (ny) + jer cos (nsf)\ 

• I a: cos (src) + V cos (sy) + g cos (sje?)! 

und für die Totalverschiebung r« der Richtung n erhält man 

(13) r„*=p„„= p^+^ W +9^) [^co8(na;)+ycos(ny)+jpcos(njs?)J . 

Aus (10) mit (8) und (12) resultirt die Schiebung q^g = ^«, + Pn$ 
der Richtungen n, s 

2- = 7 (~ + 2) cos (ns) 

+ ^ (^ + 2 + y) [^ cos (na;) + y cos (ny) + ^ercos (njer)] 

• \x cos (sa:) + y cos (sy) + js? cos (se)\ 
und diese Gleichung liefert für die Dehnung 6» der Richtung n 
(l + ^,)« = l + g„. = (f + l)' 

+ ~ (— + 2 + 9?) [a; cos {nx) + y cos (ny) + ^ cos (njer)J . 

Speciell für eine Richtung n, welche in die durch und m 
gehende Gerade föllt^ folgen wegen 

cos (nx) = + 77 cos (ny) = + ^, 

aus (9) (13) (15) 

(16) n, = ö« = ±r„ = f +9=^ 

und für alle Richtungen n _L r ergeben mit 

X cos (nx) + y cos {ny) + z cos (n;8?) = 

dieselben Gleichungen und (8) 



(15) 



cos (n«) -= + 7 



(17) 



n. 



c„ = + »•„ = 



9 
— > 

r 



Sn = — = - COS (ns\ 

2 r 



Isotrope Körper. In isotropen Körpern sind nach Aufgabe 79 
Verrückungen der jetzt untersuchten Art nur dann möglich, wenn 
die Function q von der Form 

(18) Q - 



«*• +^ 



35 

^» = ^j = — — ^a;; 
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ist; unter a und h Constante verstanden^ welche von den Be- 
dingungen der Aufgabe abhängen. In diesem Falle gelten also die 
obigen Gleichungen mit 

(19) _^ = a--3-, 9> = -;:f- 
Beispielsweise erbalten wir 

(20) " yy = a + ^ (l — ^*), y* = ^y = — ^ y^; 

(21) <o = ic, + yy + ^* = 3öt. 

Liegt der Punkt innerhalb des Körpers oder sind sämmt- 
liche Oberflächenspannungen gleich grosse Normalspannungen , so 
muss nach Aufgabe 64 die Constante h gleich Null sein. * Damit 
folgen 

(22) P-ar, 5? = «> 9> = 0, 

(23) i^ax, fl = öy, i^az, 
und für beliebige Richtungen n bei jedem Punkte m 

(24) Hn = 6« — + r, = a. 

Es existiren keine Transversalverschiebungen (Aufgabe 29). 

Aufgabe 24. Yerseldebimgeii dnreh Torsion. Nach § 22. 

Ein isotroper prismatischer Stab sei bei einem Endquer- 
schnitt derart festgespannt, dass die anliegenden Flächenelemente 
keine Drehung um die Stabaxe vornehmen können. Der Stab werde 
so verdreht, dass alle Körperpunkte, welche anfangs auf einem 
Querschnitte lagen, gleiche Gentriwinkel tp um die Axe und von 
dem Querschnittsorte unabhängige Wege parallel derselben zu- 
rücklegen, wobei der Kleinheit der q> wegen sin 97 = 97, cos 9 = 1 
gesetzt werden darf. Man soll hinsichtlich eines beliebigen Stab- 
punktes m die Verschiebungen beliebiger Richtungen n und die 
Normalgleitungen je zweier beliebiger Richtungen n, s ableiten. 

Wir legen die ;2f-Axe in die Stabaxe und die Axen der Xy y in 
die anfangliche Ebene des Einspannungsquerschnitts. Es wird dann 
verlangt 

(1) g = /"(^, y), 
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während nach Aufgabe die angenommene Verdrehung in isotropen 
Körpern an die Voraussetzung geknüpft ist 

(2) 9 = -O-jET, I = — ö-yj?, * iy = ^xZy 

wobei ^ eine als Torsionsunnkd bezeichnete Constante bedeutet. 
Die Gleichungen (1) (2) liefern 



(3) 



X, 



X, 



- 0, 
U, = — »y, 

Hiemach haben wir (nach § 32 die Dilatation) 
(4) a) = x» + yy'\'0, = O 

und die Normalgleitungen der Richtungeh xy, yz, zx 



yx = »z, 




yi, = o, 


'^ - dy ' 


y, = »Xy 


j», = 0. 



(5) 



0, 



df 



+ »x, 






9xg = ", ^»» "■ äy "*" ^'''> ^" 

Bei jedem Punkte m {x, y, e) sind die Componenten der Total- 
verschiebung r« einer beliebigen Richtung n in den Richtungen 
X, y, z nach § 21, (2) 

' ic. •= — ^iS cos (ny) — ty cos (n«), 
y, =" tg cos (na;) + Ä'a; cos {ne), 



(6) 



*» = %s '^^^ ("*) + 1^ ^^ (**y^' 



und die Componente von r, in irgend einer Richtung s nach § 4, (8) 



s. 



(7) ■ 



-d-jer [cos {nx) cos («y) — cos (ny) cos (5a;)J 

+ -O- cos (njß?) [rc cos {sy) — y cos (sa;)J 
+ cos {sz) [|J cos {nx) + |J cos (ny)] . 



Vertauscht man n mit s, so ergibt sich n« und damit die Normal- 
gleitung zweier beliebiger Richtungen n^ s 



(8) 



Ont = Sn + w, = (—+-^3?) [cos(ny)cos(s;ef)+cos(wÄi)cos(5y)] 

+ \J- — »yj [cos(wrc)cos(s0)+cos(njBf)cos(sa:)J, 

wie wir auch ohne (6) (7) schneller aus § 22, (10) mit (3) (5) er- 
halten konnten. Aus (7) folgt mit s = w oder aus (8) wegen 
ö'«« = 2n» die Normal Verschiebung einer beliebigen Richtung n 

(9) n, = 2 cos {nz) [(|^+^^) cos {ny) + (|^-^y) cos {nx)\ , 
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Liegen die Richtungen n, s senkrecht zur Stabaxe^ also in der 
anfanglichen Ebene eines Querschnittes^ so folgen mit cos (nd) 
= cos (sz) = 

' Xn = — ^0 cos (ny), y» = d's cos (wrc), 



(10) 



^» = K cos (nx) + ^ cos (ny), 



s^ =s ^jg? I^cos {nx) cos (5j/) — cos (ny) cos (sa;)J , 
während n« und ^n« f^r alle n, 5 zu Null werden. 

Zu weiterer üebung in der Ableitung von Verschiebungen 
können u. A. die folgenden Beispiele von Yerrückungen dienen. 

a) 1 = 0, fl-=0, e = /"W, 

b) t-^fid), 1,^=0, s = o, 

c) l-f/'W, fl = 7/"(»'), S = mit r« = a;« + y«, 

d) l = -y/'(»'), fl-a;/-(r), t = „ r« = »» + y» + ;?*. 

Im Falle a) behalten die Punkte jeder zur ;?-Axe senkrechten Ebene 
ihre gegenseitige Lage bei, während diejenigen auf Ebenen senk- 
recht zur rr-Axe und y-Axe letztere Ebenen zwar nicht verlassen^ 
aber infolge der Bewegung parallel der ;er-Axe ihre Lagen zu ein- 
ander ändern. Im Falle b) gehören die anfönglich auf einer Ebene 
senkrecht zur y-Axe oder ^er-Axe gelegenen Punkte einer solchen 
Ebene auch femer an, bewegen sich aber verschieden in der Rich- 
tung Xy die Theilchen auf einer Ebene senkrecht zur z-Axe erleiden 
parallel der a;-Axe gleiche Verrückungen ohne Aenderung ihrer 
relativen Lagen. Im Falle c) gerathen die Punkte, welche auf einem 
Gylinder der Axe lagen, auf einen Gylinder derselben Axe, alle 
Bewegungen finden auf den Richtungslinien der Perpendikel von den 
ursprünglichen Lagen auf die ;e;-Axe statt. Im Falle d) schliesslich 
wird aus jeder Kugelfläche um den Coordinatenursprung wieder eine 
Kugelfläche, die Punkte auf Parallelkreisen um die ;e^-Axe bewegen 
sich tangential denselben. 

Aufgabe 25. Ableitung von Hauptverschiebungen. Nach § 23. 

Für den in der Aufgabe 23 behandelten Fall concentrischer 
Verrückungen die Grössen und Richtungen der Hauptverschiebungen 
festzustellen. 

Werden die in Aufgabe 23 erhaltenen Verschiebungswerthe 
(4) — (6) in die Gleichungen (16)— -(18) des § 23 eingesetzt, so folgen 
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die Tou den Kichtungeu der rechtwinkligen Goordinatenaxeu unab- 
hängigen Summen 

(1) Xx + ytf + ^'^y + V, 

(2) x,y, + yy,. + e.x.- ''''^f'^'" = 'jr(^y + 2<p), 

(3) ix^y^z, - x,gl, — yy9]x—e.9ly+9xv9y> 9'* = ^ (f + 9>) ■ 

Durch Substitution dieser Ausdrücke in § 23, (7) wird Bedingungs- 
gleichung für die Hauptverschiebungen h 

Da die rechte Seite von (1) die Summe und die rechte Seite von 

(3) das vierfache Product der drei Hauptverschiebungen sein muss, 
so erkennt man leicht und die Form 

(»-f)(»-f){»-f-»)-o 

der letzten Gleichung bestätigt es, dass 

(4) « = f, 6 = J, c-f + ^ = ^ 

die Werthe der Hauptverschiebungen sind. 

Da nach Aufgabe 23 (wie nach Aufgabe 27 fQr gleiche a, h 
stets) alle in der Ebene der a, h gelegenen Normal Verschiebungen 
gleich gross sind, so können wir irgend zwei zu einander recht- 
winklige derselben als Hauptverschiebungen ansehen. Zur Be- 
stimmung der Richtungslinie von h =^ c ergeben sich aus § 23 

4qp* 4qp' 4qp' 



s ; 



w = + xyz —^ 

und damit für die erste Hauptverschiebungsrichtung nach § 23, (9) 

(5) cos {nx) =j, cos (ny) = y , cos (ne) = j • 

Die zweite ist der so bestimmten entgegengesetzt. Für jeden Punkt 
tn fallen die Hauptverschiebungen in die Richtungslinien von r und 
in zwei beliebige Richtungen senkrecht zu r. 

Anstatt die Hauptverschiebungen in vorstehender Weise nach 
den allgemeinen Regeln des § 23 abzuleiten, hätten wir schneller 
wie folgt schliessen können. Nach Aufgabe 23 ist für n J_ r und 
s JL n stets g^ = 0, daher liegt eine der Hauptverschiebungen in 
der Richtung r. Da ferner nach Aufgabe 23 für w J_ r alle Normal- 
verschiebungeu gleich gross sind, so können wir irgend zwei zu 
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einander senkrechte als die übrigen Hauptverschiebungen ansehen. 
In ganz analoger Weise zeigt sich^ dass die Grenzverschiebungen 
und Hauptdehnungen für die Richtung r und zwei beliebige dazu 
senkrechte und zu einander rechtwinklige Richtungen eintreten, da 
für w JL r, 5 J_ r die Totalgleitung pn$ und Schiebung g„, ver- 
schwinden und Tnj Cn constant sind. Mit Rücksicht auf A. 23, (16) (17) 
(und nach § 30 für Potentialverrückungen immer) sind die Haupt- 
dehnungen «1 = a, Cg = 6, 63 «= c und die Grenzverschiebungen r^, 
^2, r^ gleich den Absolutwerthen von a, 6, c. 

Denken wir uns die Axe der e in die Richtung r, die beiden 
anderen Axen beliebig gelegt, so folgen aus Aufgabe 23 mit ^«^»{/»O 
und j? SS r fQr beliebige Richtungen 



(6) 



w. = 7 + 9 cos« (««), 



2j 



(7) 



QnM = ~ cos (ws) + 2gj COS (nj?) cos {sz)y 
^«* = p + (y + 9) 9? cos* {nz)y 
Pm = ~T cos {ns) + \y + (p)9 cos (njs) cos (s;?), 
(1 + enY = (1 + f) + (?i + 2 + 9) 9 cos* {n0), 

g»* = f (f + 2) cos (ns) + (~ + 2 + 9) 9 cos (nje?) cos (5;s;). 

Wie wir schon aus Aufgabe 23 schliessen konnten, ändern sich die 
drei Functionen links nur mit dem Winkel zwischen n und r, die 
drei Functionen rechts mit diesem und dem Winkel zwischen n und s. 



(«) 



Aufgabe 26. Ableitnng von Orenzyersehiebnngen. Nach § 24 

Für einfache Schwingungen eines homogenen Mediums ist nach 
§ 92, (7) die Totalgleitung zweier beliebiger Richtungen n, s bei 
w (x, y, 0) 

(1) pn, — (~^) g* cos {In) cos (Is) , 

unter A, q Gonstante, unter l eine bestimmte Richtung verstanden. 
Es sollen die Grenzverschiebungen bei m ermittelt werden. 

Da allgemein r„* «=i>»«, so folgt aus (1) die Totalverschiebung 
der Richtung n 

(2) r, . 



27t 



^ q cos (In), 

wobei rechts nur der Absolutwerth zu nehmen ist. Wir setzen nun 
(3) • (]( BS cos (Ix), ß = cos (ly), y = cos {Iz) 
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und erhalten aus (2) (1) 



(4) 



( 2n 


^«»""(i)«*"^' 


2n a 


p»' — (i)i'ßy, 


1»-.= j qy, 


!>.»=-( J 2* y«. 



(5) 



I ^x ^y ^x ~~ ^xPyz 



Mit diesen Werthen ergeben sich 
' rl + rl + r]=^i^^yq\ 
rlrl + rlrl + rlrl — pj, — pl, —plx = 0, 

Hiemach sind zwei Grenzversehiebungen gleich Null und das Qua- 
drat der dritten 

(6) » - Ct)V. 

Für dieses h folgen aus § 24 weiter 

h = (x) V ßvy h = (x) V y «1 «3 === (t)*^'* ""^^ 

und die Richtungscosinus derjenigen Punkte^ welchen die yon Null 
verschiedene Grenzverschiebung entspricht, 

(7) cos (nx) = + ^7 cos (ny) = + /J, cos (n;?) = + y. 
Die fragliche Grenzverschiebung tritt also für die positive und 
negative Richtung l ein und unsere Aufgabe ist gelost. 

Wir haben hier als Beispiel zu § 24 die Grenzverschiebungen 
nach der dort gegebenen allgemeinen Regel bestimmt, hätten aber 
sehr viel schneller zum Ziele kommen können. Da nach (1) für 
beliebige n JLl die Totalgleitung Pn« = wird, so tritt eine der 
Grenzverschiebungen für die beiden Richtungen der Geraden l ein. 
Die zwei anderen Grenzverschiebungen entsprechen also Punkten 
senkrecht zu l, sie sind gleich Null^ wie aus (2) mit n _L Z folgt. 

Aufgabe 27. Gleiche Hauptverschiebangen, Grenzversehiebungen, 

Hanptdehnnngen. Nach § 25. 

Die Normalverschiebungen, Normalgleitungen, Totalverschie- 
bungen, Totalgleitungen, Dehnungen und Schiebungen in Polarcoor- 
dinaten allgemein und speciell für den Fall auszudrücken, dass zwei 
oder alle drei Hauptverschiebungen, Grenz Verschiebungen, Haupt- 
dehnungen gleichen Werth nach Zahl und Vorzeichen haben. 



(1) 



(2) 
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Für eine beliebige von m ausgebende Ricbtung n bezeichne (o 

den Winkel der njer- Ebene mit der Richtung x und d" den spitzen 

Winkel von n mit der xy-Ehene, dann hat man nach A. 15^ (3) 

allgemein 

f cos (nx) = cos -fr cos o, 

cos (ny) = cos d- sin <o^ 

cos (nz) = sin -ö*. 

Damit lassen sich auf Grund der Formeln fiir beliebige rechtwink- 
lige Goordinatenaxen alle Verschiebungen und Functionen derselben 
in Polarcoordinaten ausdrücken. <&', a/ mögen die der Richtung s 
entsprechenden Winkel ^, (o bedeuten. 

Werden die Axen der x, y, g parallel den Hauptverschiebungen 
a, hf c gelegt, so folgen aus § 23 die Normal Verschiebung der be- 
liebigen Richtung n und Normalgleitung zweier beliebiger Rich- 
tungen M, s 

nn^=^a cos* -O- cos* m -{-}> cos* -O- sin* o + c sin* -fr, 

Qnt = 2a cos ö" cos %•' cos o cos (Q -|- 26 cos -ö" cos %•' sin cd sin m 

-|- 2c sin -ö" sin %^. 
Sind zwei Hauptverschiebungen a, h einander gleich, so gehen die 
Gleichungen (2) über in folgende 

a cos* d + c sin* d, 

2a cos ^ cos %^ cos (o — o') -|- 2c sin -ö" sin %^. 

Man erkennt daraus, dass die Normalverschiebungen aller Richtungen, 
welche gleiche Winkel mit der Hauptverschiebung c einschliessen 
und die Gleichung je zweier solcher Richtungen, wenn sie noch 
gleiche Winkel mit einander bilden, je einen festen Werth haben. 
Sind alle drei Hauptverschiebungen gleich, dann folgen 
(4) , n» = a, gn, = 2a cos (ns), 

es sind alle Normalverschiebungen gleich gross, und ebenso die Nor- 
malgleitungen je zweier gleiche Winkel mit einander einschliessen- 
der Richtungen n, s\ für zwei zu einander senkrechte n, s aber ist 

gm = 0. 

Legt man die Goordinatenaxen Xy y, z parallel den Richtungen n, 
für welche die Grenz Verschiebungen r^, r^, r^ eintreten, dann liefert 
§ 24 (}as Quadrat der Totalverschiebung und die Totalgleitung all- 
gemein 

Ir«* = r^ cos* %• cos* oi + r^ cos* 'Q' sin* (o -{- r^* sin* ^, 
Pn$ = ^1* cos %• cos %^ cos d COS d' + Tg* COS -ö" COS -O"' siu m sin co' 
-t- rg* sin -ö" sin 'S"'. 
Für den Fall gleicher Grenzverschiebungen r|, r, werden 



... 



(6) 



(8) 
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Yn = r^ COS* -O" + r^ sin^ 0*, 

|)„, = r^^ cos d' cos 0*' cos {a — co') + ^s* sin ^ siii ^\ 
und wenn alle drei Grenzverschiebungen gleich gross sind 
(7) ^» = ^1, Pnt = n* COS (ns). 

Die Gleichungen (6) (7) geben zu analogen Schlüssen Anlass, wie 
sie oben auf Grund von (3) (4) ausgesprochen wurden. 

Werden schliesslich die Axen Xj y, parallel denjenigen Rich- 
tungen n gelegt^ für welche die Hauptdehnungen e^^ e^y e^ eintreten, 
so hat man nach § 25 für die Dehnung jeder Richtung n und die 
Schiebung beliebiger Richtui^en n^ s 

(1 + SnY == (1 + Ci)^ cos* & cos* CD + (1 + e^)* cos* ^ sin* o 

g„, a= (1 -|- e^^ cos d' cos d'' cos <o cos cd' 

+ (1 + ^y cos 0* cos ^' sin cd sin o' 
+ (1 + ^3)* siJi ^ süi -ö*', 
also bei zwei gleichen Hauptdehnungen e^, e^ 

j(l + CnY = (1 + O* COS* ^ + (1 + e,y sin* ^, 
^ ^\ gr„, = (l + ei)*coS'9"C08'^'cos(co — cö') + (l+C3)*sin'9'sinO^' 

und bei drei gleichen Hauptdehnungen 

(10) en = e^, qm = (1 + O* cos (ns). 

Auch hier ergeben sich ähnliche Schlüsse wie oben bei gleichen Haupt- 
Verschiebungen. 

Handelt es sich speciell um Potential verrückungen (§ 30) , so 
hat man Cj = a, e^ = 6, 63 = c, es sind r^, r^, r^ die Absolut- 
werthe von a, 6, c, die für (2)— (4), (5) -(7) und (8)— (10) ge- 
wählten Goordinatenaxen stimmen überein, entsprechende Haupt- 
verschiebungen, Grenzverschiebungen und Hauptdehnungen treten 
gleichzeitig ein. 

Aufgabe 28. Bezielmiigeii zwischen verscMedenen Verschiebangs- 

ftanctionen. Nach § 25. 

Es sollen die Normalgleitung ^n«, Totalgleitung pn» und Schie- 
bung qn» einer beliebigen Richtung n mit den Richtungen s = r, t 
ausgedrückt werden ^ unter .r und t die Richtungen der Total Ver- 
schiebung Tn und Transversalverschiebung t^ fraglicher Richtung n 
verstanden. 

Nach Gleichung (4) der §§ (23)— (25) hat man für beliebige m, s 
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15^«. = gnx cos {SX) + Qny COS (sy) + Qnz (sjs), 
Pm =Pnx COS (sx) + Pny COS (sjf) + 1)„, (SjSf), 
2ii* = Qnx COS (src) + qny COS (5y) + j«, {s0). 
Aus § 4 entnehmen wir 



COS {rx) 



X. 



cos (ry) = ~ , 

f, X a?^ - n^ cos (na?) 
cos (fiC) = —7 , 

n 

f. V y,-«nC08(ny) 

COS (<y) = j^ , 



cos {rz) 



COS (<ij) = 



z — ti GOß (n«) 



Daher folgen aus (1) mit $ «» r 

l^ngnT = XnQnx + VfiOny + ^nOnty 
(2) fnPnr = aJnl^iiar + ynl>j.y + ^nPmy 

und bei Beachtung von §§ 23 — 25, (5) mit s = ^ 



(3) 



tnOnt = a:„ jr», + yn9ny + ^«jr«« — 2n„*, 



» 2 



(4) 



Die Gleichungen (2) (3) liefern weiter 

rngnr—tngnt^2nn^y 
rnPnr — tnPnt = ^n*, 
^ninr — tnQnt = 26» — e» . 

Aus den ersten Gleichungen (2) (3) ergeben sich wegen 
9ni = 5» + n, 

wonach; wie auch die erste Gleichung (4) entnehmen lässt, 

(6) TnUr — Unt = nn^ 

und durch Subtraction von r^ — tn = '^ 

(7) Tn (Tn ^ Hr) = tn (ßn — fit). 

Subtrahirt man von der obigen Gleichung fdr gn» 

Sn = Xn cos {sx) + y« COS {sy) + Zn cos (SJ?), 

so folgt die Gomponente von r, in der Richtungen 

n, = fix cos (sa?) + n^ cos (sy) + w, cos (sjer), 



— 62 — 

und hieraus durch Vertauschen von n, s die Componente der Total- 
verschiebung rn einer beliebigen Richtung n in irgend einer Richtung s 

(8) Sn = Sg. cos (nx) + $p cos (ny) + $z cos (nxr). 
Beispielsweise erhält man für die Normalverschiebuug mit s «= n 

(9) fin = n^r cos (nx) + ^ cos (ny) + w* cos (njer). 

Aufgabe 29. Fehlen von Transversalvepschiebnngen. Nach § 27. 

Die Verhaltnisse stetiger Verschiebungen bei einem Punkte m 
für den Fall anzugeben, dass daselbst keine Transversalverschie- 
bungen auftreten. 

Kommen bei m keine Transversalyerschiebungen oder Drehungen 
vor, so hat man nach § 5, (15) e» = w, = + r«. Nach § 6, (10) 
gelten für die Normalgleitung, Totalgleitung und Schiebung zweier 
beliebiger von m ausgehender Richtungen n, $ 

9ns = (W« + 5,) cos (ns), PnB = Wn «* COS (ws), g», = flf«, + J)»„ 

worin n^, Sg die Normalverschiebungen der Richtungen n, $ bedeuten. 
Für zu einander senkrechte n, s müssen also gns = Pns °= ffn« = 
sein und damit folgt aus § 23, (2) für beliebige Richtungen n, s 

gn$ = 2Xx cos (nx) cos (saj) + 2yy cos (ny) co9{sy)'\'2ZzCoa(nz) cos (s;?). 

Dieser Ausdruck liefert nur dann für je zwei zu einander senk- 
rechte n, s den Werth Null, wenn a?» = Jy = Jß^, = a ist, womit für 
alle Richtungen n die Dehnung e» = w» = a und die Total Verschie- 
bung r« gleich dem Absolutwerthe von a werden. Das Verschie- 
bungsellipsoid und die Deformationsfläche sind concentrische Kugeln, 
alle Punkte, welche vor den Verschiebungen auf einer kleinen Kugel- 
fläche um m lagen, sind auf einer solchen geblieben. Für beliebige 
Richtungen n, s hat man 

gn» = 2a cos (ns), Pn» = o? cos (ns\ q^ = a (2 + a) cos (ns), 

während die Dilatation bei m aus § 27, (8) folgt 

X = (1 + a)» — 1. 

Wenn höhere Potenzen der Verschiebungen gegen die ersten Potenzen 
verschwinden, wird x = 3a = aj^ + yy + ^z. (Selbstverständlich sind 
die betrachteten Verschiebungen Potentialverschiebungen §§ 30, 31.) 

Aufgabe 30. Wirteldrehnngen. Nach § 29. 

Es soll 2dnt = 5« — w, fiir beliebige Richtungen w, s ausge- 
drückt werden, wenn Sn, n« bezw. die Gomponenten der Totalver- 
schiebungen Vnj Tg für die Richtungen n^ $ bedeuten. Sodann ist 
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dng speciell f&r s = n^ r^ ^ anzugeben, unter r, t die Richtungen der 
Totalverschiebung r« und Transversalverschiebung t^ der Richtung n 
yerstanden. 

Ist allgemein 
(1) 2dn, = s, — n, = — 2d,n9 

dann sind speciell 

(2), (^« = — - — , dfx = — ä — j ^xy = 



Diese letzten Grossen bezeichnen Helmholtz, Kirchho/f und andere 
Autoren als Drehungen des Eorperelements dK = dx dy dz bei 
m(x^y,e) um Axen in den Richtungen Xy y, z durch m. Nach § 5 
hat man für m benachbarte Punkte der anfanglichen Richtung n die 
Drehungen um Axen durch m in den Richtungen 





Xy 




y, 




z: 


t^T n = X, 


4 = 


0, 


V — 


«X, 


i* = Vx, 


n = y, 


ix = 


e^, 


ty — 


0, 


tz . Xyy 


n '^ z, 


9 


-yz, 


»» = 


Xzy 


f.. = 0. 



Hiemach sind dy,y d,g, dxy die Drehungen der Mittellinien zwischen 
den Punktreihen y und z^ z und Xy x und y um erwähnte Axen, 
aber weder die Drehungen aller Punkte des Eorperelements, noch 
auch die Drehungen der anfanglich in genannten Mittellinien ge- 
legenen Punkte. Da für Potentialbewegungen mit Sn = w, (§ 30) 
alle dn9 verschwinden und andere Bewegungen bei Flüssigkeiten 
nach Helmholtz Wirbelbewegungen genannt werden, so soll die hier 
allgemein eingeführte Grosse dm die Wirhddrehung der Richtungen 
fiy s für eine Axe durch m heissen, womit dxy, dyg, dxx als Wirbel- 
drehungen der Richtungen xy^ yZj zx zu bezeichnen sind. 

Durch Subtraction der in § 22 gegebenen Ausdrücke für Sn 
und n« entsteht 

dn» = dxy [cos {nx) cos {sy) — cos {ny) cos (sa;)J 

(3) + ^y* I COS ia^y) cos (sz) — cos (nz) cos {sy)\ 

+ dgx I cos (nz) cos {sx) — cos {nx) cos (5;e:)J , 

und wenn h diejenige Richtung senkrecht zur Ebene des Winkels 
{sn) bedeutet, von welcher aus der letztere in positivem Sinne be- 
schrieben erscheint^ nach bekannten Formeln der analytischen Geo- 
metrie 

(4) dnt = sin (sn) 1 dy, cos (Jcx) + dz» cos (Icy) + dxy cos (Ä£f)J, 
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worin für zu einander senkrechte n, 5 sin (sn) == 1 wird. Für die 
Normalgleitung zweier beliebiger Richtung n, s hat man 

(5) gns = s» + w, = 2 (n, + d„,) = 2 (5„ — dn*), 
sodass allgemein 

(6) 2dnM = 2$n — gnB = gn, — 2n„ 
oder mit Rücksicht auf § 23, (4) und § 4, (8) 

2dns = (2a;» — gnx) cos (sa;) + (2y« — gny) cos (sy) 

,^s . +(20n- gn.) cos (S£!), 

2dns = (5r,ar — 2x») COS (wa;) + (^g,y — 2y,) cos (ny) 

+ ig», — 20,) cos (n0), 
wofür wir nach (6) auch schreiben können 

^ ^ [ =dxs cos (wa?) + dy, cos (ny) + d,, cos (nje?). 
Gleichung (3) liefert für s =» a;, y, i? 

dnx = d,ar COS (t»^) — d^y COS (ny), 

(9) dny = da:y cos (tta?) — rfy, COS (njß?) , 

d»i» = dyz cos (ny) — et« cos (na;), 
und Gleichung (4) oder (G) mit (8) für 5 = w 

(10) dnn == = d^a: COS (fix) + di,y COS (ny) + d«, cos (n£f). 

Für Richtungen n, 5, welchen Hauptverschiebungen entsprechen, 

wird mit gn» = 

dn» = Sn = — »*. 

Es handle sich um irgend eine Richtung s in der Ebene, welche 
durch die anfängliche und schliessliche Richtung der Punktreihe n 
bestimmt isi Dann hat man nach § 5 mit k = h 

ix = tn cos (Äa;), iy = tn cos (Äy), ij, «= ^« cos (Jcz)^ 

worin i,; iy, *» die Drehungen der Punkte n um Axen in den Rich- 
tungen X, y, g durch m bedeuten. Substituirt man die hieraus. fol- 
genden Cosinus werthe in (4), so ergibt sich 

(1 1) tn dm = sin (sn) [i^ dy, + iy d^x + i* ^«J • 

Aus dieser Gleichung und aus (8) mit den in Aufgabe 28 ange- 
führten Gosinuswerthen erhalten wir für jede Richtung n mit s = t 
bei Beachtung von (10) 

(12) tndnt "- ixdy, + iv^zx + iidxy = Xndnx + ffndny + ^n d«, 

und mit s = r bei Beachtung von tn = r„ sin (rn) 

(13) Tndnr = 4dy- -[- {yd^x + i* d^y == a;„d„x + Vndny + i^nd«,. 
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Man kommt damit wieder auf die schon in Aufgabe 28 abgeleitete 
einfache Beziehung 

(14) Tndnr "^tndnf 

Für jede Richtung n ist dctö Product aus Totalverschiebung und Wirbel- 
drehung der Richtungen n, r gleich dem Producte aus Transversalver- 
schiämng und Wirbeldrehung der Richtungen n, t 

Haben wir es mit Verschiebungen in einem Zeitelement dt zu 
thun, 80 ergeben sich mit s„ = ^ndty w, = v^dt die Wirbddrehungs- 
geschunndigJceiten der Richtungen n, s 

<^- — *. 
o«, = - 



n» 2 

und die Wirbeldrehungsgeschwindigkeiten der Richtungen y0, zx, 
xy mit den Bezeichnungen der §§ 7, 28 

± _y ' ± _f_ « ;& * y 

Die oben abgeleiteten Beziehungen lassen sich sofort auf die Wirbel- 
drehungsgeschwindigkeiten übertragen und folgt z. B. aus (14) 

Ueber die Auffassung und Anwendung der Wirbeldrehungen 
(2) bei Erforschung der Flüssigkeitsbewegung siehe besonders Helm- 
holte, Integrale der hydrodynamischen Grundgleichungen^ welche den 
Wirbelbewegungen entsprechen, Crelle-Borchardt's Journal 1858; 
Kirchhof!] Vorlesungen über mathematische Physik, I. Leipzig 1877; 
Auerbachy die theoretische Hydrodynamik nach dem Gange ihrer Eiit- 
Wickelung in der neuesten Zeit, Braunschweig 1881. 

Aufgabe 31. Drehungen der Hauptversehiebungsriehtangen. 

Nach § 29. 

Die Drehungen der Richtungen n, für welche die Hauptver- 
schiebungen eintreten, durch die Wirbeldrehungen der Richtungen 
'^y^ y^9 ^x auszudrücken. 

Die Drehungen einer beliebigen Richtung n um Axen in den 
Iliehtungen x, y, z durch m sind 

ix = Zn cos (ny) — y« cos (n^), 
iy = ^n cos {nz) — Zn COS (w^;), 
iz = Vn COS (na;) — x^ cos {ny). 
Nach A. 30, (G) haben wir allgemein 

"iXn =gnx + 2dnx, ^Vn = (Uy + 2rf«y, 2Zn=gn: + 2dnz 

Wktbauch, Aufgaben zur Theorie elaat. Kftrper. 6 



(2) 



< 



— 66 - 

und n^ch § 23, (12) speciell för die Richtungen n von Hauptver- 
schiebungen h 

Qnx = 2* cos (nx), gny = 2h cos (ny), g^ = 2h cos (njs). 

Damit folgen die Drehungen der Hauptverschiebungsrichtungen 

fix = dnz cos {ny) — d»y cos (ne)^ 
^-, iy = dnx cos {ne) — dm cos (wo?), 

l 1, .= dny cos {nx) — dnx cos (ny), 
oder mit Rücksicht auf A. 30, (9) 

ix = dys sin* {nx) — cos (na?) \dsx cos (wy) + ^xy cos {ns)^ , 
iy = dsx sin* (wy) — cos {ny) \dxy cos (n^f) + dy^ cos (wa;)J , 

i, = dary- sin* (tij?) — cos {nz) \dyz cos (wa:) + dzx cos (My)J . 

Nach den zuerst angeschriebenen Gleichungen hat man für die 
Hauptverschiebungsrichtungen n mit den angeführten g die Be- 
ziehungen 

I2hi^= Zngny — Vngnzy 
2hiy = Xngn, — ^ngnx, 
2hi, = yngnx OCngny 

Werden die Coordinatenaxen in die Richtungen der Hauptver- 
schiebungen gelegt, so folgen aus (2) 

für n «= a:: 4 = 0, iy = dtxy iz «= dxy, 

n=^y: 4 = dyz, iy = 0, 4 = d^y, 

w = j?: ix = dys, iy = djx, 4 = 0. 

(Für Potentialbewegungen sind mit den Wirbeldrehungen auch 
die Drehungen der Hauptverschiebungsrichtungen gleich Null, § 30.) 

Aufgabe 32. Potentiale von Yerrttckangen und Verschiebungen. 

Nach § 31. 

Zu zeigen, dass im Falle der Aufgabe 23 ein Potential der Ver- 
rückungen existirt und dieses wie das entsprechende Potential der 
Verschiebungen auszudrücken. 

Da im angegebenen Falle 

6 = 7^, n=fyj f = f^' 

so hat man 

^ dx -i- ri dy + ^ d0 '^ - {x dx + y dy -^ ß ds) = Q dr 

und weil q Function von r allein sein soll, so ist 
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(1) F==fedr 

das gesuchte Potential der Verrückungen. Das Potential der Ver- 
schiebungen bei einem beliebigen Punkte m {x, y, z) dagegen ist die 
Normalverschiebung 

(2) n, = ~ + ^ [a? cos (nx) + y cos («y) + z cos {nz)\ , 

welche sich in dem besonderen Falle, dass die ^-Axe in die Rich- 
tung r gelegt wird; ausdrückt 

(3) n„ = ^ + 9 cos* {ms). 

Handelt es sich speciell um Verrückungen in isotropen Körpern, so 
müssen q^ q> nach A. 23, (18) (19) von den Formen 

(4) 9*=o.r+-i, g, = -_ 

sein, unter a und h irgendwelche Gonstante verstanden. Wir erhalten 
dann (bis auf willkürliche Gonstante, die wir Null setzen) die bei- 
den Potentiale 

(5) ■ ^-'-T-T' 

(6) w, = a + -^ — — g \_x cos {nx) -f y cos {ny) + cos {ne)\ . 

Für den verdrehten Stab der Aufgabe 24 existirt kein Poten- 
tial der Verrückungen. In den am Schlüsse dieser Aufgabe er- 
wähnten Fällen dagegen sind solche Potentiale 

für a) F = ff{0)d0, 

„ c) F = ff{r)dr, 

während b) und d) keine Potential verrückungen sind. 

Aufgabe 33. Geometrische Darstellung. Nach § 31. 

Trägt man von einem Punkte m aus für Coordinatenaxen pa- 
rallel den Hauptverschiebungen die beliebigen Richtungen n ept- 
sprechenden 

(1) z. = -^ YgL H- gi, + gl. 

so an, dass \gnxi \g%yi ^ffnz die Coordinaten des.Endpunktes von Xn 
bilden, dann liegen diese Endpunkte nach Aufgabe 6 auf einem 
Ellipsoide und es existirt eine Fläche zweiten Grades um m, deren 
Normalen in den von Xn getroffenen Punkten parallel den Rich- 
tungen n sind, welchen die Xn angehören. Zu entscheiden, was aus 

beiden Flächen im Falle von Potentialverschiebungen wird. 

6* 
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Die Gleichung des fraglichen EUipsoids ist nach Aufgabe 6 
allgemein 

(1) (fe) + (t6 ) + (fe) = 1' 

und <lie Gleichung der erwähnten Fläche zweiten Grades f&r m als 
Ursprung der Goordinaten 

(2) S + S + J-=±i^*, 
während 

(3) --^+ /y+ ,-^ = 

die Gleichung des zu Xn gehörigen Flächenelements ausdrückt. Haben 
wir es nun mit Potential Verschiebungen zu thun, so folgen mit 
gnx = 2xn, g^y = 2y,, Qnz = 2^?« aus (1) (3) ^ 

(5) 5^ + yy + T*==o. 

Demnach stimmt das Ellipsoid (4) mit dem Yerschiebungsellipsoide 
und unsere Fläche zweiten Grades mit der Richtungsfläche überein, 
für welche bei Potentialverschiebungen genau dieselben Gesetze 
gelten, welche in §§ 15, 16 und Aufgabe 16 für das Spannungs- 
ellipsoid und die Stellungsfläche abgeleitet wurden. — Dass die 
Fläche der %« ini vorliegenden Falle mit dem Yerschiebungsellipsoide 
identisch ist, konnten wir übrigens ohne Weiteres daraus schliessen, 
dass aus (1) mit den oben gegebenen gnx^ gny^ 9nx folgt Xn = r„ 
und damit musste nach § 31 auch die Fläche (2) zur Richtungs- 
fläche werden. Auf das Spannungsellipsoid und die Stellungsfläche 
der §§ 15, 16 führen die in Aufgabe 6 behandelten Flächen in dem 
am Schlüsse der Aufgabe 5 erwähnten Falle ^n»'^ Sn^^ \Gn»' 

Aufgabe 34. Grandgleichangen des Problems der schwingenden 

Saiten. Nach § 37. 

Eine Saite sei durch die längs der anfanglichen geraden Axe 
wirkende Kraft H gezogen und durch irgend welche Störung in 
Schwinguugen versetzt, nach deren Eintreten neben H und etwaigen 
Massenkräften nur .durch die Schwingungen bedingte äussere Kräfte 
wirken. Die Differentialgleichungen der fraglichen Schwingungen 
unter der Voraussetzung abzuleiten, dass die resultirende Kraft in 
jedem vor Eintritt von Spannungen geführten Querschnitte gleiche 
Beanspruchungen pro Quadrateinheit der anfänglichen Querschnitts- 
elemente ergibt und tangential der jeweiligen Axe wirkt. 
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X^ 



CC-rdjc^ 



Wir legen die a;-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems 
in die anfangliche Stabaxe und denken uns im ungespannten Zu- 
stande durch zwei Querschnitte F bei x und x '\-dx ein Stab- 
element der Masse fiFdx abgegrenzt. Zur Zeit t sei infolge der 
Schwingungen und Verrückungen 
überhaupt der Axpunkt x nach 
a; + 5; 1^, J; und damit dem Tay- 
lor sehen Lehrsatze zufolge (§ 21) 
der Axpunkt a; + da? nach x-^-dx 

+ 6 + ^6, ij + dri, e + rfe ge- 
langt, während ds die augenblick- 
liche EntfemuxLg beider Axpunkte bezeichnen mag. Dann hat man 
die resultirende Kraft im Querschnitt x 

da 




Flg. 14. 



Fß^H 



+ Fö, 



dx + d^ 

unter Fö den durch die Massenkräfte und Schwingungen bedingten 
Beitrag zu FS verstanden. Die Gomponenten von FS pro anfäng- 
licher Flächeneinheit in den Richtungen x, y, z sind 

dx + d^ 
F 



Y ^ dx + d^ ^ i ^ 



r. = 5 



da 
dri H 



da 



dt] 



da F dx '\' di 
H di 



+'t: 



y o^ 

^^ ~^ da~ F dx-^di 



+ <J 



da 



Da die S, 12; S ^^^^ ^^^^ ^^^ ^^^ ^^^^ ändern, so wollen wir in der 
Folge runde d an Stelle der geraden setzen. Nach den allgemeinen 
Beziehungen zwischen Kräften und Beschleunigungen hat man für 
die Bewegung unseres Massenelements in den Richtungen x^ y^ Zy 
wenn X, Yy Z die Massenkräfte pro anfänglicher Masseneinheit in 
diesen Richtungen bedeuten, 

-^dxF+(iFdxX=(iFdx^, 
^-^dxF+fiFdxY=(iFdx'^, 

dz a»f 

-^dxF+^FdxZ=^^Fdx^^,, 
oder nach Reduction 



(1) 



ykdx^ 

- - = y -j 

dt* ' lidx' 



\ dt* 



lidx 



1 
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Es interessirt hier allein der Fall, dass mit Rücksicht auf die 
Kleinheit der Yerrückungen d^, F(S gegen dx^ H vernachlässigt 
und dxids <=»\ gesetzt werden können. Wir erhalten dann nach 
obigen Ausdrücken für die Spannungen 



ax. 



da 



dx dx ' 
und damit aus (1) 



(2) 



dx 

a^ 

a*« 

a«f 
a<» 



^Fdx^' 

x + 
z + 



dZ 

dx 



Fdx** 



1 da 
fi dx ' 


H d^n 
F^dx^^ 


TT a»t 

F'iidx^' 



Diese Gleichungen gelten unter unseren Voraussetzungen für alle ge- 
nügend kleinen Deformationen der Saite. 

Handelt es sich allein um Schwingungen um die Gleichgewichts- 
lagen, so kann man bei Eintreten des Princips der Coexistenz nach 
§ 37 von den Massenkräften absehen und in (2) unter |, i^; S; ^^ 
die durch die Schwingungen allein bedingten Yerrückungen und 
Spannungen verstehen. Führen wir weiter die Beziehung 

ein, welche sich in den hier interessirenden Fällen mit constantem 
D als gültig erweist, so folgen aus (2) die gewohnlichen Grund- 
gleichungen des Problems der schwingenden Saiten 



dn 

dt^ ■" 


D dn 

fi dx^* 


d^n 
dt^ ^ 


H d*fj 
Fii^dx^' 


dn 


H a»t 



(4) 



ae« Ff* dx* 

Die Gleichungen (1) hätten sich sofort aus den allgemeinen 
Bewegungsgleichungen § 35 (1) ergeben, wenn wir unser Stab- 
element Fdx als ein Eörperelement dK mit unendlich kleinem 
Querschnitt betrachtet hätten, für welches dann die Spannungen auf 
Flächenelemente der anfänglichen Normalenrichtungen y, s gleich 
Null gewesen wären. — Die erste der Gleichungen (4) entspricht den 
Längsschwingungen, die beiden letzten entsprechen den Querschwin- 
gungen der Saiten. In Aufgabe 122 wird sich zeigen, dass 

-Vf. «-1^ 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten beider Arten Schwingungen be- 
deuten, wonach sich dieselben getrennt von einander fortpflanzen. 
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Wir werden dieselben auch getrennt von einander betrachten. Zu 
beachten bleibt jedoch, dass die betrachteten Querschwingungen mit 
Längsschwingungen verbunden sind. 

Aufgabe 35. Virtuelle Arbeiten der Massenkräfte und 

Fläclienkräfte. Nach § 40. 

Die virtuellen Arbeiten der Massenkräfte und Flächenkräfte 
eines beliebigen Korpers durch die auf die einzehien Eörperelemente 
wirkenden Resultanten jener Ejräfte auszudrücken. 

Sind bei einem Punkte in{Xf y^ 0) die Richtungen der resul- 
tirenden specifischen Massenkraft R^ der resultirenden Yerrückung q^ 
der Totalspannung Bn auf ein Flächenelement der Normalenrich- 
tung n und der Totalverschiebung r« von Punkten der Richtung n 
wie diese Grossen selbst bezeichnet, dann hat man die Componenten 
der specifischen Massenkräfte, Yerrückungen; Spannungen und Ver- 
schiebungen in den Richtungen x, y^ z 

X = JS cos (Rx), r = jB cos (iZy), Z — B cos (Re), 

+ 6 = p cos (qx), + ij = p cos (fiy), +t = p cos (qz), 

Xn = Rn COS (RnX), Yn = Rn COS (Rny)y Zn = JB«C0s(12»^), 

Xn = r„ cos (Tn x), y, = rn cos (rn y), Zn^ rn cos {Tn z). 

Wir erhalten also beispielsweise 
+ {XI +Yri + Zt) 

= -B p [cos {Rx) cos {q x) + cos (Ry) cos {q y) + cos {Rz) cos (p i?) J 

= Rq cos {Rq), 
so dass nach § 38 die virtuelle Arbeit der Massenkräfte 
(1) m=jRQ(M% (Rq) (i dK 

In gleicher Weise finden sich auf Grund der Formeln des § 39 die 
virtuelle Arbeit der Oberflächenkräfte 

(2) ' ®=fRnQCOS(RnQ)dO, 

die durch Unstetigkeiten der virtuellen Verrückungen bedingte Arbeit 

(3) n=fRnQ cos (RnQ)d0, 

die virtuelle Gesammtarbeit der Flächenkräfte 

rA^ cv rrdB^QCOH{B^Q) dR^Q cos (Bg) äÄ,^ cos (Ä,p)-| 

(4) g^j 1^ + ^- + ^^ jdK, 

und die virtuelle Yerschiebungsarbeit 

(5) a -j-[S.r,co,(Ar.) + B,r,^,(ü,,,) + R.».(ii,.,)]« 
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Die mit den Kräften R^ Rny ün multiplicirten Ausdrücke qcos{Rq\ 
Q COS {IinQ)f ^n COS {Rn^n) bilden die Gomponenten von q, Qy r« in 
den Richtungen R, Rn, Rn und finden sich wie die Arbeiten der 
letzteren positiv oder negativ, je nachdem die Projectionen von q, 
Q, Tn auf die Richtangslinien von jß, Zi»; Rn von m aus in gleicher 
oder entgegengesetzter Richtung wie 72, Rn^ Rn liegen. Ebenso sind 
in den mit 9, q, rn multiplicirten Ausdrücken Bcos (Rq), RnCos(RnQ\ 
iZ„ cos (iJn»*«) die Componenten von R, Rn, Rn i^^ den Richtungen 

Aufgabe 36. Arbeiten dnrch Torsion. Nach § 41. 

Ein isotroper prismatischer Stab ist bei einem Endquerschnitte 
derart festgespannt, dass die anliegenden Flächenelemente keine 
Drehung um die Stabaxe vornehmen können. In den Elementen des 
anderen Endquerschnittes wirkt ein Moment M auf Drehung des 
Stabes um seine Axe. Man soll die virtuelle und actuelle Verschie- 
bungsarbeit, sowie die virtuelle Arbeit der Oberflächenkräfte be- 
rechnen, wenn äussere Massenkräfte und Kräfte auf die Mantelfläche 
nicht in Betracht kommen. Eine gleichmässige Temperaturänderung 
t des Stabes ist zugelassen. 

Wir legen die j^-Axe in die Stabaxe, die Axen der x, y in die 
anfangliche Ebene des Einspannungsquerschnitts und haben dann 
nach A. 68 (1) (2) und A. 24 (5J 

JEjc = ly = ^s *^ 2Ly = Yx = 0, 

worin G, d Constante und f eine von der Querschnittsform ab- 
hängige Function von x, y bedeuten. Aus § 41 (1) — (4)| folgen 
die virtuelle und actuelle Yerschiebungsarbeit 

S) ~f{Tsgy, + Z,jr..) dK = oßg}, + gl,) dK, 

D =JdKj{Y.dg,.+X.dg^.)dK=^GjdKjgy,dgy. +gr,dg,,)dK, 

o 

und man hat 

22) - ® - Gj{gl, + gl,) dK 



(1) 
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Das Integral ist auf sämmtliche Yolumenelemeute auszudehnen. Die 
virtuelle Oberflächenarbeit ist nach § 39, (5) 

worin das Integral alle Oberflächenelemente umfasst. Da nun auf 
die Mantelfläche keine Kräfte wirken, Zg =^0 ist und nach A. 81 
(1) (4) allgemein 

also f&r die Einspannungsfläche ^ =» 17 = und für den freien End- 
querschnitt F 

5 = — ^yh fl = ^^l 

sind, so folgt 

(3) © = ^i ßx Y, - y X,) dF = ^IM, 

wobei M nach Aufgabe 70 das Torsionsmoment bedeutet, (p = d^l 
ist der Winkel, um welchen das freie Ende verdreht wird, ^ heisst 
der Torsionstoinkel, die Beziehung zwischen M und 0* hängt von der 
Querschnittsform ab. Die bisherigen Gleichungen gelten für Ruhe 
und Bewegung unter Einwirkung von Jlf , wenn nur die Verrückungen 
das in Aufgabe 81 für den Fall des Gleichgewichte abgeleitete Ge- 
setz befolgen. Speciell fürs Gleichgewicht haben wir nach § 39 (9), 
weil Massenkräfte und Unstetigkeiten der Yerrückungen nicht vor- 
kommen, 

(4) 22) -= 5) = @ = »IM. 

Besondere Qnersclmlttsformen. Nach den Aufgaben 69—72 haben 
wir für den Kreis vom Radius R 

für den Ereisring der Radien i2, r 
für die Ellipse der Halbazen a, b 

für das gleichseitige Dreieck der Seite a oder Höhe // 

80 16 vT 

für das Quadrat der Seite a 

Jlf= 0,1406 GO-a*, 
für das reguläre Sechseck der Seite a 

if— 1,0205 G^a*; 
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für das Rechteck der Seiten a^ b 

worin beispielsweise f ür a : 6 = 2 4 8 

9 = 0,4569 1,1249 2,4576, 
und für die meisten vorkommenden Querschnitte angenähert 

mit X; «=» 40 und polarem Trägheitsmoment des Querschnitts F in 
Hinsicht der Axe. 

Wir haben also unter Anderm für den Kreis 

für das Quadrat 

® = 0,TiS-a.= 0,1406 ^ö,^a^ 

und für viele Querschnittsformen angenähert 



© = 



GF^ kS 



Aufgabe 37. Arbeit von Oberflächenkräften. Nach § 42. 

Auf die Oberfläche eines Körpers wirke lediglich ein überall 
gleichmässig vertheilter und normal gerichteter Druck, welcher pro 
Quadrateinheit durch p bezeichnet ist. Die Arbeit der Oberflächen- 
kräfte für beliebig grosse Yolumenänderungen unter der Voraus- 
setzung abzuleiten, dass zwischen p und dem specifischen Volumen v 
des Körpers die Beziehung pi>^ = C besteht, unter w, C irgend 
welche Gonstante verstanden. Das Resultat ist für Gase zu specia- 
lisiren. 

Sind Pq, Vq die anfänglichen Werthe von p, v, dann haben wir 

(1) l>t;"»=i)oVS 

und damit nach § 42 (14) die Oberflächenarbeit für den Körper 
vom Gewichte G 



1 — m „ 1 — r« 



S=-G I pdv öi^u V' / <^'" dv='- GpoV„"' -— j _ ^^^ 

oder auch 

m— 1 

p) ^ - ?ji^ fc)' "'-']- i^\ [o " - 1] • 

Diese Gleichung ergibt beispielsweise 
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für ein constantes p mit m = 0: S = Gp (vq — ^) = 1^ (^o ~ ^)> 



V „ „ V „ ni = oo: 5 = 0. 



Für fw = 1 lässt (2) den Werth von S unbestimmt, wir erhalten 
dann direct 

S=- Gjpdv Gp,Voj\, 

das heisst 

(3) (für »• = 1) S = Gp,v, logn ^f - Gp,v, logn ^ • 

Gase. Bezeichnet T die absolute Temperatur und R eine von 
der Gasart abhängige Constante, so ist in jedem Augenblicke 

(4) pv^RT, 
Da nach (1) 

so wird mit (4) die schliessliche Temperatur 



m — 1 
m — 1 



m 
Po' 



(5) T=n(-j) "«n© 

während nach (2) auch 

(6) S = GR-—^' 

^ ^ m — 1 

Im Falle m = 1 , welcher bei Gasen constanter Temperatur ent- 
spricht, ist (3) zufolge 

(7) (für m = l) S = GRTloen^' ^GRTloga^' 

" Po 

Ist m gleich dem Yerhältniss der specifischen Wärmen bei con- 
stantem Druck und constantem Volumen, so wird (1) vielfach als 
Foissovi sches Gesetz bezeichnet (§ 95). 

lieber die praktische Bedeutung und vielfache Anwendung des 
Gesetzes (1) bei Gasen siehe Zeuner, Grundzüge der mechanischen 
Wärmetheorie, Leipzig 1866; Grashof ^ Theoretische Maschinenlehre I, 
Leipzig 1874; Weyratick, Zur Beurtheilung von Luft- und Gas- 
maschinen, Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure 1880. 

Aufgabe 38. Axialer and transversaler Stoss gerader Stäbe. 

Nach § 42. 

Eine Last G wirke plötzlich und zwar zu einem Theile Z mit 
der Geschwindigkeit v, im Uebrigen ohne Geschwindigkeit auf einen 
geraden Stab der Länge l und des constanten Querschnitts F ein. 
Unter Vernachlässigung des Eigengewichts zu bestimmet: 
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^v^a 










1) Die grösste Längeuänderung des Stabes Fig. 15 abgesehen 
vom Einflüsse der Temperataränderung; 

2) die grösste Einsenkung der Balken Fig. 16 — 18 unter der 
Last G bei Verwendung der technischen Biegungstheorie. 

Da die grösste Längenänderung und grossten Einsenkungen er- 
reicht sind, wenn alle lebendige Kraft auf- 



o 




-^^ 



V 

Fig. 15. 



gebraucht ist, so folgt aus § 42, (12) mit 
L = M= U = für unsere Fälle 

^'^ D - S - Lo = 0, 

oder wenn to den Weg des Gewichts vom Auf- 
treffen an bedeutet 



(1) 



^9 



fTTTTTp 



Nun haben wir nach § 81 (18) bei Vernach- 
lässigung der Temperaturänderungen imd nach 
Aufgabe 8ö unter Voraussetzung der technischen 
Biegungstheorie 



(2) 



für Fig. 15 
Fig. 16 
Fig. 17 
Fig. 18 



2) = 
D = 



EF s 

TT«*' 



96E» 



ur. 



w 
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Üft 
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Fig. 16. 
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Fig. 17. 
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Fig. 18. 



worin Ej & (Elasticitätsmodul und Trägheitsmoment des Stabquer- 
schnitts) von w unabhängig sind. Mit diesen Wertben liefert (1) 
für die vier Fälle 
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/ 



(3) 



w 



w 






&EB 



"" = 48 £» V+V^+ l'G- -g) ' 



192^0 



Die Factoren vor den Elammerausdrücken stellen nach § 81 und 
Aufgabe 85 die Längenänderung und Einsenkungen unter dem Ge- 
wichte G nach Eintritt des Gleichgewichts dar. Die Abweichungen 
gegen diese Gleichgewichtslagen beim Eintritte der grossten w be- 
tragen also 



(4) 



EF 



i/r+ 



EFZ V* 

IG^ g 



EeZ t;» 
G^~ ~g 



a = 



GZ» 



"|/i + 



4AEeZ V* 
VG* a 



^^' l/i I 



192 EG Z V* 
PG^ ~g 



Sobald dieselben erreicht sind, finden Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslagen statt (Aufgaben 109, 110) und erst nach und nach 
tritt infolge Abgabe lebendiger Kraft nach Aussen, Umwandlung in 
Wärme u. s. w. Ruhe ein. 

Trifft das ganze Gewicht mit der Geschwindigkeit v auf, so ist 
in (3) (4) Z : G = 1 zu setzen. Kommt das Gewicht zwar sofort 
vollständig zur Wirkung, aber ohne Geschwindigkeit, dann folgen 
aus (3) (4) mit v = 



(5) 



2a 
2a 
2a 
2a 



U) = 

w = 2^a = 



w =^za ^= 



2GI 
EF' 

2GP 
SES' 

Gl^ 
2^E9 ' 

GP 
96E9 ' 



Die grossten w] sind gerade doppelt so gross als diejenigen, welche 
dem Gleichgewichte unter der Last G entsprechen. 
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Aufgabe 39. Arbeit nnd Energie ffir Korper ohne Schab- 

Spannungen. Nach § 44. 

Die Arbeiten der Flächenkräfte in einem Zeitelement dt für 
den Fall abzuleiten^ dass keine Schubspannungen auftreten. 

Wie in Aufgabe 10 gefunden wurde^ sind die Normalspannungen 
für alle einem. Punkte m {x, y, z) anliegenden Plächenelemente gleich 
gross, wir haben 

(1) Z, = r, « Z, = 0, X,^Yy = Z,^Nn p. 

Da Zugspannungen Nn positiv eingeführt wurden, so ist p positiv, 
wenn es Druck bedeutet. 

Aus § 42 erhält man nun ohne Weiteres die Gesammtarbeit 
der inneren Flächenkräfte 

(2) äF — äifl?i^ + 'f;- + '-l^)aK, 

den Beitrag der Flächenkräfte zur lebendigen Kraft des Korpers 

(3) äN^-ätfi^lu + l^^v + l^.)äK, 
die Yerschiebungsarbeit 

(4) äD = - dtfi^l + l; +l'!)päK^ -fp. äK, 
die Arbeit der Oberflächenkräfte 

(5) dS= — dtj [wco8(Ma;)+vco8(ny)+«i;cos(n;E?)]j3rfO=— 1 psdO, 
und die Arbeit infolge örtlicher ünstetigkeiten der Geschwindigkeiten 

(6) dB^^^ — dtj [MCOs(na;)+t;cos(wy)+fi;co8(wj»)J|)dö«« — f psdo. 

Hierin sind die Integrale (2) — (4) auf alle Körperelemente, das In- 
tegral (5) auf alle Oberflächenelemente und das Integral (6) auf die 
Umhüllungsflächen aller Unstetigkeitsschnitte der Geschwindigkeiten 
auszudehnen. Die Aenderung dL der lebendigen Kraft des Körpers 
und die Arbeit dM der Massenkräfte bleiben wie in § 42 aus- 
gedrückt. 

Zwischen den hier behandelten Grössen bestehen die Beziehungen 

(7) dF=dN+ dD = dS + dB, 

(8) dL-'dM^dN=dF — dD^dS — dI) + dB. 

Wird dem Körper im Zeitelemente dt abgesehen von den in (7) 

(8) auftretenden Grössen noch eine Energie dQ von Aussen zuge- 
führt, so hat man 

(9) dQ = dU-dD + dB, 

worin dU die Aenderung der virtuellen Energie bedeutet. 
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Specieller Fall. Soll der Druck p in allen Theilen des be- 
trachteten Körpers als gleich gross gelten^ wie in den Untersuchungen 
gasförmiger und tropfbarer Körper der mechanischen Wärmetheorie 
stets angenommen wird, so folgen aus obigen Gleichungen 

(10) dN=0, dL = dM, dF = dD, 

Bedeutet V das ganze Körpervolumen, so hat man dessen Aende- 
rmig im Zeitelement dt 

(11) dr=JcidK=fsdO, 
und damit 

(12) dD = dS = dF= -pdV, dB = 0, 

(13) dQ = dU + pdr. 

Für beliebige endliche Verschiebungen wird im vorliegenden 
Falle 

wobei sich die Grenzen des Integrals auf Anfang und Ende der 
Verschiebungen beziehen. Der Werth von D ist abhängig davon, 
w^ie sich während der Verschiebungen p mit V geändert hat. Bei- 
spielsweise hat man, wenn Vq das anfängliche Volumen bezeichnet, 

für p constant D=p{Vq—V), 

„ r „ D = 0. 

Aufgabe 40. Die Entropie. Nach § 44. 

Es sei die einem Körper oder Körperelement neben der Arbeit 
äusserer Kräfte zugeführte Energie 

(1) dQ = Xdx + Ydy + Zdz + 

unter Xy y,0y . . irgend welche Unabhängigvariable verstanden, deren 
Functionen Z, Y, Z, . , sind. Die Bedingungen für einen integri- 
renden Divisor T aufzustellen und Gleichung (1) mit Bücksicht auf 
denselben umzuformen. 

Soll T ein integrirender Divisor, also 

-^ = jr aa; -f jr ay + j- a^Ef H 

ein vollständiges Differential sein, so muss die Function 

(2) T=^f{x,y,z,..) 
nach § 9 (5) die Bedingungen erfüllen 

~T ~T ~T T f T 



dy dx ' dz dy ^ dx dz 



7 
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welche nach Ausführung der Differentiationen lauten 



(3) 



\dy dxf 

\dx dzl dx 



dT 

dy 

dY dZ\ ^dT 



dT 

dx 

dT 



dy ) dz dy ' 

dl^ 
dz ' 



Mit Rücksicht auf diese Gleichungen folgen aus (1) 



dQ = Xdx+ 



dy \dy dx/ , , dz \dx dz) 



dy 



dQ = 



dT 

dx 



+ t{ 



dx 



dy 



dT 

dx 

d 
dx 



dy + 



dT 

dx 



dZ'-\- 



dT 
dy 



dx+Ydy + 



dz \dz dy I 



dQ = 



dx \dx dz . 



dz 






~dT~ 

dy 
d_z\ 

dy) 



rfjei+ 



cz 



dy+Zdz+ 



wofür wir wegen 



dT=f-Jrfa;+^|'rfj,+?5rf.+ 



dx 



dz 



auch schreiben können 



(4) 



dx 



dx/ 



dx 



-■] 



dy 

dz 



Die Gleichungen lassen sich mit Rücksicht auf (3) noch umformen. 
Die Function W, deren vollständiges Differential 

(5) dW=^4 

darstellt, ist nun nach § 9 nur von den augenblicklichen Werthen 
von X, y, e, , , abhängig, nicht davon, wie der Körper in den Zu- 
stand X, y, 8,, . gelangt isi Hat diese Function am Anfange irgend 
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welcher Zustandsänderungen den Werth W^, so haben wir am Schlüsse 

derselben 

'dQ 

T 



(6) W=W,+J 



und bestehen am Schlüsse die gleichen x^ y, Zy , . . wie zu Anfangs 
so gilt für den durchlaufenen Kreisprocess 

In der mechanischen Wärmetheorie zieht man als dQ nur von 
Aussen zugeführte (dQ pos.) oder entzogene {dQ neg.) Wärme in 
Betracht imd macht die Hypothese (nach Zeuner, Grundzüge der 
mechanischen Wärmetheorie, Leipzig 1866) oder nimmt in Con- 
sequenz eines hypothetischen Grundsatzes an (nach Clatmus, Lehr- 
buch der Wärmetheorie I, Braunschweig 1876), dass für sogenannte 
umkehrbare Zustandsänderungen, bei welchen unter Abstraction von 
äusseren Massenkräften die Oberflächenkräfte mit den inneren Kräften 
fortwährend im Gleichgewichte sind oder nur unendlich wenig von 
ihnen abweichen, T die absolute Temperatur ist. In diesen Fällen, 
welche bis jetzt allein bis zu brauchbaren Resultaten verfolgt wer- 
den konnten, wird W nach Clatisius Entropie genannt. Für einen 
nmkehrbaren Kreisprocess ist die Aenderung der Entropie gleich Null. 

Aufgabe 41. Hanptgleichüngen der mechanlsclien Wärmetheorie. 

Nach § 44. 

Auf die Oberfläche eines Körpers wirke lediglich ein gleich- 
massig vertheilter Normaldruck von N pro Quadrateinheit, während 
von Aussen Wärme zugeführt oder entzogen werden kann. Die in 
Aufgabe 40 abgeleiteten Gleichungen für dQ und T auf solche um- 
kehrbare Zustandsänderungen anzuwenden, bei welchen die Aende- 
rung der virtuellen Energie U allein von den Aenderungen des 
Druckes N und Volumens V abhängig angenommen wird. 

Da jetzt als Energie dQ nur Wärme in Betracht kommt, so 
wollen wir dQ nicht in Arbeitseinheiten, sondern in Wärmeein- 
heiten oder Cahrien messen, deren jede -^ Meterkilogramm enthält. 

Es ist dann in den bereits aufgestellten Beziehungen -^ an Stelle 

von dQ zu setzen und man hat nach der letzten Gleichung des § 44 

(1) dQ^A{dü+Ndr), 
worin 

(2) dS NdV 

WSYBAUCH, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 6 
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die Arbeit der Oberflächenkräfte bedeutet Gleichung (1) können 
wir schreiben 

Da nun nach A. 40, (1) mit rc = ^, y = F 

(3) dQ = A{XdN+ YdV), 

so folgen 

und hieraus 

\y) 3N dv ^' 

Mit diesem Werthe liefern die erste Gleichung A. 40, (3) 

(6) r=rgj^-Xg^, 

und die beiden ersten Gleichimgen A. 40, (4) 



(7) 



dQ = ^{XdT+Tdr), 

BN 

dQ = ^{YdT-TdN). 
dV 



Die bisherigen Gleichungen sind nicht an die Beschränkung ge- 
bunden, dass dQ lediglich eine Wärmemenge bedeutet In letzterem 
Falle jedoch ist fOr umkehrbare Zustandsänderungen T die absolute 
Temperatur und dies soll von jetzt an angenommen werden. 

Als spedfische Wärme an irgend einer Stelle einer Zu Stands- 
änderung bezeichnet man das Verhältniss der (positiven oder nega- 
tiven) Wärmezufuhr pro Gewichtseinheit zur Temperaturänderimg 
daselbst, also wenn wir in der Folge dQ, dU auf die Gewichtsein- 
heit beziehen und demgemäss unter V das specifische Volumen 
verstehen: 

Speciell bei constantem V und constantem N hat man 

dQ = Cr,dT, dQ^CndT, 

aber auch nach (7) 

dQ = g^- XdT, dQ = ^ YdT. 

~dN dV 

Daher ergeben sich 



(9) 






y=- 



A dN' ^ A dV 

Durch Sabatitution dieser AoBdrOeke in (5) (6) (3) (7) entstehen 
folgeude Formen dieser Hauptgleichangen: 



(10) 






' dS SV ' 

dQ-cdl+'^AIdT, 
dQ~c.dT-^ATdN. 

Da T=f{N, V) ist und also je zwei der Grössen JV, F, T 
die dritte bestimmen, so haben wir 

'\dT, 



FdT + 



ev 



dN 



dN, 



dV-l 

dT-l^dN+'^dr. 

Die beiden ersten Gleichnngen liefern bei constantem N 

""rdT, 



woraus allgemein 

(11) 



a T 3 w *'■' > 



dT dN 



BN ZY i 



dV = 



r=-\. 



dV dT dN 

Während die Energie U und Entropie W nur von den jewei- 
ligen Werthen von N, Fund ihren y 
Äenderimgen JJ — U^, W — WJ, 
während eines Ueberganga auB 
H^, Y^ in N, V nur von diesen 
Anfangs- und Endwerthen abhän- 
gen, kommt es für den Weith der 
OberOächenarbeit 



H 



NäV 




auch darauf an, wie sich während des ganzen Ueberganga N mit 
V geändert hat (Fig. 19). In der Wännetheorie pflegt man die 
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negativ genommene Arbeit der Oberflächenkräfte (in vorstehender 
Gleichung den Integralwerth) als äussere Arbeit zu bezeichnen. 

Speciell für adiabatische Zustandsänderungen, bei welchen weder 
Wärme zugeführt noch entzogen wird; mögen die Differentiale durch 
d bezeichnet sein. Dann ergeben die drei letzten Gleichungen (10) 

mit dQ = 

f SN c dN dT 

7» 



(12) 



8V e. dT dV ' 



V 



dV c^ dT 



dT ATdN' 

SN Ä dV 

7» 



dT AT öT^ 

oder wegen (11) und der zweiten Gleichung (10) 

SN c^dN aV c^ dV SN c^ dN 

(13) Jv'^TJV^ ~6T^'^ r=^c" JT> Yt "" ^c~^ JT 

Schliesslich liefert (11) mit (13) 

^^^) SV ST SN '^ ^' 

Vom ersten Ausdruck (13) ist in § 100 Gebrauch gemacht.. 



Aufgabe 42. Wärmetheoretische Beziehungen ffir Oase. Nach § 44. 

Die in Aufgabe 41 abgeleiteten Hauptgleichungen der mecha- 
nischen Wärmetheorie für Gase zu specialisiren. 

Als Ga^se bezeichnen wir gasförmige Körper, so lange für sie 
das Mariotte-Gay-Lussac' 8che Gesetz 

(1) pV^BT 

als gültig angenommen wird. Man hat dann für Gase 

^^^ dp ~ B' a K " Ä ' 

während der Druck N = p bei Abstraction von Massenkräften un- 
abhängig vom Orte und der Flächenstellung ist. Mit (2) liefern die 
vier letzten Hauptgleichungen A. 41, (10) 

(3) Cj, — c, = AR, 

ldQ = l-{c.rdp + c,pdV), 

W ^ dQ = c,dT+Apd7, 

^ dQ^CpdT—AVdp. 
Da aber nach § 44 oder A. 41, (1) auch 
(5) dQ^AdU+ApdV, 



-So- 



so ergibt der Vergleich mit dem zweiten Ausdrucke (4) die Aen- 

derung der virtuellen Energie 

c, RdT d{pV) 

worin wie in der Folge stets CpiCf, =^h gesetzt ist. 

Soll die erste Hauptgleichung A« 41^ (10) nach Substitution 
von (2) mit (3) im Einklänge stehen , so müssen Cp, Cp für Gase 
constant sein, was die Erfahrung bestätigt. Wir erhalten also für 
einen üebergang von p^, Vq, Tq in p, V, T die Aenderung der 
virtuellen Energie 

(7) „-U.-^l^-'-I^^. 

die Arbeit der Oberflächenkräfte 

F 

(8) 8=-fpdr, 

die ganze Wärmezufuhr 

(9) Q=^ciT-T,) + fpdV, 

und wegen 

(10) ^-^--^^iVdp + kpdV), 
die Aenderung der Entropie 



(11) 



W— TTo^c^logn 



p7* 



Speoielle Fälle. Vorstehende Formeln liefern beispielsweise bei 
constantem Drucke p 

V* V ^r^ T ' T 



(12) 



S=p(Fo-F) = B(ro-T), 

bei constantem Volumen V 

p:p^^T:T„ 



(13) 



A 

/S = 0; 
bei constanter Temperatur T 

pV^PoV^, 

(14) I cr-üo = o, 



U- U,= -:-(iT~T,) = ^, 



5 = JJT logn ^^ == ÜT logn ^ • 
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Für, adiabatische Zustandsänderungen erhält man nach der ersten 
Gleichung (4) 



woraus 



logn j) F* == Const^ 



und damit auch 

(15) ^ _pF* = C-j,on*- 

Von dieser Gleichung (Poisson'sches Gesetz) wurde in § 95 Gebrauch 

gemacht. Wir können nun auch schreiben 

und erhalten dann mit Rücksicht auf (1) 
Schliesslich folgt 



k — m 



wie wir schon aus Aufgabe 37 entnehmen konnten. 

Die Anwendung der Gleichungen der vorigen Aufgabe auf 
Dämpfe findet man ausführlich in den am Schlüsse der Aufgabe 37 
citirten Werken von Zeuner und Grashof, die Specialisirung für über- 
hitzte Dämpfe der Zustandsgieichung p(F — /S)=»JBr (§96) in 
Weyrauch' s Theorie der überhitzten Dämpfe, Zeitschr. deutsch. In- 
genieure 1876 und separat, Berlin bei Amelung. üeber bisherige 
Untersuchungen der Energie und Entropie siehe Claudius, Lehrbuch 
der Wärmetheorie I, Braunschweig 1876; R, Rühlmann, Handbuch 
d. Wärmetheorie I, Braunschweig 1876; Planck, die Gleichgewichts- 
zustände isotroper Körper, München 1880. 



Aufgabe 43. Navieföche BiegnngsformeL Nach § 47. 

Ein Stab mit anfänglich gerader Schwerpunktsaxe werde durch 
irgend welche Kräfte so gebogen, dass jene Stdbaxe in einer Ebene 
bleibt und die durch dieselbe gehende Schicht senkrecht zur SUä)- 
ebene nach wie vor eine der letzteren senkrechte Cylinderfläche bildet^ 
die Flächenelemente aber, welche anfangs einem ebenen Querschnitte 
anlagen, auch schliesslich eine Ebene ausmachen. Das Stabmaterial 
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sei homogen und besitze in allen betraehteten Punkten Elasticitats- 
axen parallel der Stabaxe. Es soll eine Beziehung zwischen der 
Azkrümmung und dem Momente der erzeugenden Kräfte hinsicht- 
lich der Axschicht unter der Voraussetzung abgeleitet werden^ dass 
nur die der Stabaxe parallelen Flächenkräfte in den Querschnitts- 
elementen 7on wesentlichem Einflüsse auf die Biegung sind, die 
Resultante dieser Componenten fOr je einen ganzen Querschnitt gleich 
Null ist und Temperaturänderungen nicht in Frage kommen. 

Da in jedem Querschnitte zwei Flächen zusammenhängen; welche 
Ton gleich grossen und entgegengesetzt gerichteten Kräften afßcirt 
werden, so versteht es sich von selbst, dass Ausdrücke wie Quer- 
schnittskräfte, Querschnittsmomente, Resultante der Schnittkräfte etc. 
hier und in der Folge nur auf die eine der beiden Flächen zu be- 
ziehen sind. Wir denken uns vor Eintritt von Spannungen zwei 
Querschnitte geführt, deren einer x heissen soll, während der zweite 
dem ersten unendlich nahe liegi Diese anfänglich parallelen Quer- 
schnitte bilden nach der Biegung convergirende Ebenen. Es ver- 
halten sich also die Längenänderungen der zwischenliegenden Faser- 
abschnitte parallel der Stabaxe und damit nach § 47 auch die 
erzeugenden Spannungen, wie ihre positiven oder negativen Ab- 
stände V von derjenigen innerhalb oder ausserhalb des Stabes ge- 
legenen Schicht, für welche der Abstand der Querschnittsebenen 
ungeändert geblieben ist. Man nennt dieselbe neuitraU Schicht und 
ihre Durchschnittslinie mit der Stabebene neiUräle Axe. Es mögen 
nun Fasern vom anfanglichen Querschnitte 1 bei v, 1. Zug- oder 
Druckkräfte 6^ 6^ entsprechen, dann hat man (Fig. 20) 

(1) tf : (^1 == v : 1, <y = vo^. 

Für eine Faser vom Querschnitt dF ist die Kraft dFmol so gross 
imd für den ganzen Querschnitt x ^ 

der anfanglichen Grosse F folgt die 
Flächenkraft parallel der Stabaxe 



w-c 



^Vx^e^iA; 



dF. 



Da aber diese Kraft gleich sein 
soll und (fi im Allgemeinen von 
verschieden ist, so erhalten wir 



Ftairalc 






(2) 



fvdF^ 



<. — 



-r^ 



♦ I 



p 



SMe/U 



= 0. 



Fig. 20. 



Das Integral drückt das statische Moment des anfänglichen Quer- 
schnitts X in Hinsicht der neutralen Schicht aus imd Gleichung (2) 
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sagt: Di^ neutrale Schicht fällt mit der Axschicht und die neutrale 
Axe mit der Stabaxe zusammen. Letztere pflegt man nach der Bie- 
gung auch elastische Linie zu nennen. Da 6, N^ parallel der Stab- 
axe oder senkrecht dem anfanglichen Querschnitte x wirken, so 
wollen wir 6 als Normalspannung bei v und Nx als resuUirende 
Normalkraft oder kürzer AxialJcrafl (gleich Null) für den Querschnitt 
X bezeichnen. Nach (1) treten die Grenzwerthe der Normalspannung 
in den nach beiden Seiten am weitesten von der neutralen Schicht 
entfernten Fasern ein. 

Jede Normalkraft ödF erzeugt hinsichtlich der Axschicht ein 
Moment ö dF • v. Das Gesammtmoment aller dieser Kräfte fiir den 

verschnitt x ist 




Der Werth 
(3) 



= C6dF'V = 6^Ci?dF. 



& = fv 



= lv^dF 



heisst das Trägheitsmoment des Querschnitts F hin- 
sichtlich der Axschicht; wir können setzen 

(4) Mx = tf,& = ^&. 

Ist E der Elasticitätsmodul und X vorübergehend 
die Aenderung der Faserlänge ds in Entfernung 
1 von der neutralen Schicht, so hat man nach § 47 

X:ds = 6^: E^ 

aber auch, wenn q den Krümmungsradius der 
elastischen Linie beim Querschnitt x bezeichnet (Fig. 21) 

X : ds «^^ 1 i Q. 
Daher folgt 

(5) ffi = 

und nach (4) das Biegungsmoment 



Fig. si. 



E 



(6) 



M.= 



EG 
Q 



Denken wir uns nun in der Stabebene ein rechtwinkliges Coor- 
dinateu System angenommen und bezeichnen die schliesslichen Coor- 
dinaten eines Punktes der Stabaxe durch rr, y, so liefert die Diffe- 
rentialrechnung für den Krümmungsradius bei x 



P = — 



[■ + (©? 



dx* 
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Wir erhalten damit als Differentialgleichui^ der elastischen Linie 

(7) M.[i + G-|)-]*+ sei^-o. 

Für den Fall; dass die Abweichungen der elastischen Linie von einer 
Parallelen zur x-Axe so klein sind^ dass i~^) gegen 1 vernach- 
lässigt werden kann, entsteht die einfachere Gleichung 

(8) M.^-Ee^. 

In Aufgabe 56 wird sich zeigen, dass (6) (8) auch noch gelten, 
wenn eine Axialkraft Nx und fiir je einen ganzen Querschnitt gleich- 
massige Temperaturänderungen zugelassen werden. 

Die hier entwickelte Biegungsformel wird gewohnlich nach 
Navier benannt, der zuerst ihre praktische Bedeutung erkannte und 
sie mit nachhaltigem Erfolge zum Ausgangspunkte einer technischen 
Theorie der Biegung gerader Stäbe machte (Resume des le^ons 
donn^es ä Tecole royale des ponts et chaussees, Paris 1826). In 
der Form 

wurde Gleichung (6) zuerst von Jacob Bemoulli aufgestellt (Acta 
eruditorum, Leipzig 1694) jpid schon von Euler zum Gegenstände 
ausfuhrlicher Untersuchungen gemacht (De curvis elasticis im An- 
hange seines Werkes Methodus inveniendi lineas curvas, Lausanne 
und Genf 1744). Während die technische Mechanik vorwiegend 
kleine Biegungen zu berücksichtigen hat und dann von Formel (8) 
ausgehen kann, findet man die ausführliche Behandlung eines Falles 
beliebig grosser Biegungen auf Grund der Formel (7) in SaalschüUy 
der belastete Stab unter Einwirkung einer seitlichen Kraft, Leipzig 
1880. 

Aufgabe 44. SchnittkrSfte von Balken. Nach § 47. 

Ein anfänglich gerader oder einfach gekrümmter Stab sei in 
einer die Schwerpunktsaxe enthaltenden Ebene beliebig belastet und 
so gestützt, dass nur bei einer Stütze horizontaler Bewegung wider- 
standen wird (Balken). Es sollen für einen beliebig geformten 
Schnitt X durch den Stab die resultirende Horizontalkraffc J?^., die 
resultirende Verticalkraft Vx und das resultirende Moment Mx der 
Schnittkräfte hinsichtlich der Stabaxe ausgedrückt werden. 

Wir nehmen in der Stabebene ein Coordinatensystem mit hori- 
zontaler x-kxe in fester Lage gegen die anfängliche Gruppirung der 
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Stabpunkte an und beziehen die Abecissen x auf die Punkte der 
schliesslichen Schwerpunktsaxe. Als Schnitt x werde ein beliebig 
geformter Schnitt durch den Punkt x bezeichnet, sodass wir Schnitte 
X, 0; l, . . von den Abscissen x, 0, l, . . im Allgemeinen zu unter- 
scheiden haben. In jedem solchen Schnitte 
hängen zwei Flächen zusammen, welche von 
Kräften und Momenten gleicher Grosse aber 
entgegengesetzter Richtung afßcirt werden. 
Um bezüglich der Vorzeichen consequent 
zu sein, werden wir die von der Fläche 
links von x (Seite der abnehmenden Ab- 
scissen x) her wirkenden Kräfte und Mo- 
mente als Hjgj Vxy Mx ausdrücken und 
dieselben als positiv bezeichnen, wenn sie 
die in Fig. 22 angedeuteten Richtungen ha- 
ben. Da der Stab nur von verticalen Activ- 
kräften ergriffen und bei allen Stützen bis auf eine horizontal ver- 
schiebbar ist, so liefert die Gleichgewichtsbedingung „Summe aller 
äusseren Horizontalkräfte gleich Null'' in Anwendung auf den ganzen 
Stab, dass auch bei der letzten Stütze keine Horizontalreaction auf- 
tritt und in Anwendung auf den Stabtheil links von Schnitt x^ dass 
allgemein ist • 




(1) 



Ä = 0. 



Man betrachte nun einen Stababschnitt zwischen zwei auf- 
einander folgenden Stützpunkten vom Horizontalabstand l, Ursprung 
der Coordinaten in der Verticalen durch einen der letzteren, also 
für den andern ;r = L Alle äusseren Kräfte, inclusive der verti- 
calen Stützenreactionen, welche links von Schnitt und rechts von 
Schnitt l wirken, kann man sich ohne Störung des Gleichgewichts 
zweimal und entgegengesetzt in den Flächen links von und rechts 
von l angebracht denken. Von links des Schnittes her wirkt dann 
auf unseren Stababschnitt ein resultirendes Moment M und eine 
resultirende Vertikalkraft, welch letztere aber durch einen gleich 
grossen Theil der Stützenreaction bei aufgehoben wird und des- 
halb für die Oeffnnng l nicht in Betracht kommt Von rechts des 
Schnittes l her wirkt ebenfalls ein Moment, welches mit — M' be- 
zeichnet sein soll (womit obigen Festsetzimgen entsprechend für 
X = 1, M:g = M ist) und eine Verticalkraft, die durch einen gleich 
grossen Theil der Stützenreaction bei l aufgehoben wird. Die Be- 
lastung innerhalb der Oefihung l muss sich mit den Stütsenmomenten 
My — M' ins Gleichgewicht setzen und erzeugt dabei ebenfalls An- 
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theile der Stützenreactionen bei und l^ welche A, Ä heissen 
mögen. 

Fassen wir jetzt in der betrachteten Oeffiiung an beliebiger 
Stelle einen Schnitt x ins Auge. Bei beliebigen Abscissen ^o o,; 03^. . 



o a, a% 




Fig. 2S. 



greifen die Lasten P^^ P2; P37 . • an, wobei die P auch Lastelemente 
bedeuten und aufeinander folgende a nur um Diiferentiale verschie- 
den sein können. Es folgen dann die resultirende Yerticalkraft und 
das resultirende Moment der äusseren Kräfte links vom Schnitt x 



(2) 



(3) 



r,^A-^p, 



M, = M+Ax -yjPix — a), 



worin die Grenzen der Z Schnitte, nicht Abscissen bezeichnen, was 
nur im Falle verticaler Schnitte auf eins hinauskommt. Die letzte 
Gleichung lautet fOi X'=l 



M' = M+Äl-y^ P{l — a) 



woraus 
(4) 



1 
l 



M' -M + Sj P(l — a) 







= n- 



Substituirt man diesen Werth in (2) und beachtet, dass bei x = 1 
der Verticalkraft F» durch Ä' das Gleichgewicht gehalten wird, 
so folgt 

1 r ' ' 

= y M—M' +yj Pa 



(5) 



A' 



F,. 



Die Addition der beiden letzten Gleichungen liefert 

(6) A + Ä=^p==r,-r„ 
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was besagt, dass die Summe der Yerticalreactionen gegen einen Stab- 
theil gleich der Belastung des letzteren ist. Durch Substitution 
von Ä nach (4) in (2) (3) entstehen die mitunter bequemeren Formeln 



(7) 



(8) M, 



F.= 



T 



l — X 



M' — M—yi Pa-\-'^P{l — a)\, 

« J 



M+^Fa 





Setzen wir nun den gewohnlichen Fall voraus^ dass mit Bück- 
sicht auf die verticale Stellung oder yerhältnissmässig kleine Hori- 
zontalprojection der Schnitte, die Summengrenzen in obigen Glei- 
chungen als Abscissen angesehen werden dürfen. Dann Uefert (3) 
durch Differentiation (Aufgabe 2) 



(9) 



dx 



-Ä-2jp=r,. 



In jedem Schnitte x ist der Di/ferenüalguotient des Moments gleich der 
Verticdlkraft, Nach (2) ändert sich die Yerticalkraffc mit wachsen- 
dem z fortwährend in negativem Sinne, sie durchschreitet den Werth 
Null bei demjenigen Punkte 



(10) 



X 



m, wo 



X 





Ä, 



und die Grenzwerthe von Vx treten als Ä und — Ä stets bei den 

Stützen ein. Das Mo- 
ment nimmt nach (9) 
mit wachsendem x so- 
lange ab, als Vx positiv 
ist, es erreicht heix^=m 
sein Maximum und än- 
dert sich dann in nega- 
tivem Sinne, sodass die 
Grenzwerthe von Mx als 
üf, Mmj M' bei den 
Stützen und dem Mcuvi- 
malmomentenpufücte m 
eintreten. Trägt man 
bei jeder Abscisse x die 
entsprechenden Werthe 
von Vx, Mx als Ordinaten auf, . so entstehen Curven der Vertical- 
kräfte und Momente (Fig. 24). Gleichung (9) sagt: An jeder SteUe x 
ist die Tangente des Neigungsmnkels der Momentencurve gleich der 




Fig. 84. 
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Verticalkrafl. Zwischen je zwei aufeinander folgenden P bildet die 
Curve der Vx den Absatz einer Treppe und die Curve der Mx eine 
gerade Strecke. Ist die Belastung auf einer Stabstrecke stetig yer- 
theilt, so werden daselbst die Absätze der ersten und die geraden 
Strecken der zweiten Curve unendlich klein, bei gleichmässig ver- 
theilten Lasten beispielsweise erhalten wir eine geneigte Gerade und 
eine Parabel. 

Aufgabe 45. Elastische Linie transversal belasteter Balken. 

Nach § 47. 

Ein Stab mit anfanglich horizontaler Schwerpunktsaxe, durch 
welche eine verticale Symmetrieebene geht^ sei in letzterer beliebig 
belastet und so gestützt, dass nur bei einer Stütze horizontaler Be- 
wegung widerstanden wird {Balken). Das Stabmaterial ist homogen 
und besitzt in allen Punkten Elasticitatsaxen parallel der Stabaxe. 
Es soll für den Fall kleiner Biegungen die Gleichung der elastischen 
Linie aufgestellt werden. Gleichmassige Temperaturänderungen für 
je einen ganzen Querschnitt sind zugelassen. 

Wegen der Yollständigen Symmetsie von Stab, Belastung und 
Stützung hinsichtlich der Stabebene wird die elastische Linie eine 
in jener Ebene liegende Curve einfacher Krümmung. Wir denken 
uns in der Stabebene ein rechtwinkliges Goordinatensystem von fester 
Lage gegen die anfangliche Gruppirung der Stabpunkte angenommen 
und beziehen die Coordinaten x, y auf die Punkte der schliesslichen 
Stabaxe oder elastischen Linie. Als Querschnitt x werde ein den 
Punkt X, y enthaltender Schnitt durch den Stab bezeichnet^ welcher 
anfanglich senkrecht der Stabaxe war. Für diesen Querschnitt sei 
Mx das Moment der schliesslichen Flächenkräfte parallel der Stab- 
axe hinsichtlich des Punktes x, y. Da bei der innerhalb der Elasti- 
citätsgrenze bleibenden geringen Deformation des anfänglich senk- 
recht der Axe stehenden Querschnitts die Componenten der Flächen- 
kräfiie senkrecht der Stabaxe ein in Betracht kommendes Moment 
hinsichtlich des Querschnittspunktes x, y nicht erzeugen, so können 
wir Mx als das Gesammtmoment der schliesslichen Flächenkräfte 
im Querschnitt ansehen. 

Es werden mm die ^-Axe horizontal und die Biegungen so 

klein vorausgesetzt, dass U- j gegen 1 zu vernachlässigen ist. Dann 
hat man nach A. 43, (8) 

f.. ^'y_ K 

^^ dx' E9' 
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Wir betrachten ein Stabstück zwischen den um l entfernten Verti- 
calebenen durch zwei aufeinander folgende Stützpunkte^ welches 
bei nur zwei Stützen gewohnlich den ganzen Stab darstellen wird. 
Ursprung der Goordinaten in einer jener Yerticalebenen. Für x == 



o 






T 




> 




c 




'^ 




c 


Ai 


\ 






MO' 








i 






J 


^ 




Ä' 

















Fig. i& 



und { sollen y und die Tangente des Neigungswinkels g) = (sx) der 
elastischen Linie durch Cy c^ und ß, ß> bezeichnet sein. Aus (1) 
folgt durch Integration die Tangente des Neigungswinkels bei x 



(2) 



X 

dy Cm^ 







und hieraus durch nochmal^e Integration die Gleichung der elasti- 
schen Linie 



(3) 



y= c + ßx 








Um die Integration ausführen zu können, muss Mg : ES als Function 
von X gegeben sein. 

Fassen wir den gewöhnlichen Fall ins Auge, dass ES inner- 
halb l constant ist Da nach A. 44, (3) 

X 

M, = M+Äx —^Pix — a), 



und hierin der kleinen Deformationen wegen die Summengrenzen 
als Abscissen aufgefasst werden können, so ergeben sich mit Rück- 
sicht auf A. 44, (2) 

jM,dx^Mx + A'^-^^P(x - af, 





X 



JdxJM^dx = M'^l + A'^-\'^P{x- «)», 
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und gehen (2) (3) in die folgenden Gleichungen über: 



(4) 



U 



X 

y = c+ßx- ^[SMa^ + ^ar« - V P(a; - a)»]. 







Die elastische Linie verläuft demnach stetig, doch ändert sich das 
Curvengesetz unter jeder concentrirten Last und bei stetig ver- 
theilten Lasten überall da^ wo sich das Gesetz der Yertheilung 
ändert. Die in solchen Punkten zusammenhängenden Curventheile 
liaben daselbst eine gemeinschaftliche Tangente. Da f£lr x ^=^1, 

y =^Cy ^ = /J', so folgen aus (4) die Neigungswinkeltangenten 

der elastischen Linie bei und l 




woraus nach Substitution des in Aufgabe 44 für unseren Fall er- 
haltenen Werthes 

(5) ^ - -f [iT - M+^P(l - a)], 



(6) 







ß-'—r- + ^ [^'l + 2Mi + ^^Pa(l-d)(2l-a)\, 





l 





Selbstverständlich muss die Verschiedenheit der c, c innerhalb 
der durch die Voraussetzung bezüglich der Kleinheit der Biegungen 
gezogenen Grenzen bleiben. 

Als EinsenhuTig f an irgend einer Stelle x innerhalb l bezeichnet 
man die verticale Abweichung der elastischen Linie gegen die Ver- 
bindungsgerade der l begrenzenden Stützpunkte (in der Stabaxe) 

(7) f^y-e-'^x. 

Es folgt daraus für den Ort der Maximaleinsenkung 

(8) a; = c, wo ^ — £— £ ^ q 

Die Maximaleinsenkung liegt da, wo die Tangente an die elastische 
Linie parallel der Verbindungsgeraden der Stützpunkte und l ist 
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Dass die Nayier'sche Formel im Falle unserer Aufgabe an- 
nähernd richtige Resultate liefert, ergeben nicht nur genauere Un- 
tersuchungen specieller Fälle, bei welchen die Mantelfläche des Stabes 
von äusseren Kräften frei war (Saint- Venant*sches Problem, zuerst 
behandelt von Saint-Venant, Liouville's Journal 1856) oder ein im- 
endlich kleiner Querschnitt die Voraussetzung bildete (Kirchhoff's 
Problem, zuerst behandelt von Kirchhoff y Crelle's Journal 1859), son- 
dern mit noch mehr Gewicht eine den Verhältnissen der Ingenieur- 
praxis Rechnung tragende Arbeit von Pochhammer (Untersuchungen 
über das Gleichgewicht des elastischen Stabes, Kiel 1879) und zahl- 
reiche praktische Erfahrungen. Pochhammer lässt äussere Kräfte 
auch auf die Mantelfläche zu, betrachtet die Querdimensionen q des 

Stabes als kleine Grossen gegenüber dessen Länge l, also l-fj als 

kleine Grösse n^" Ordnung gegen 1 und findet durch gehörige Classi- 
fication der in den allgemeinen Gleichungen auftretenden Grössen, 
dass die Navier'sche Gleichung sammt den ihr zu Grunde liegenden 
Anschauungen in erster Annäherung zutreifen. Grössere Genauig- 
keit ist aber praktisch überhaupt nicht erreichbar. 

Die Integration der Navier'schen Gleichung für eine Reihe 
specieller Fälle haben schon Euler und Navier in den früher citirten 
Schriften gezeigt. Die obige Gleichung der elastischen Linie für 
beliebige Belastung und eine entsprechende für sprungweise ver- 
änderliches E® gab der Verfasser in der Zeitschr. f. Math. u. Phys. 
1873 zugleich mit dem in Aufgabe 2 vorgeführten einfachen Inte- 
grationsverfahren. Für die Berechnungen des Ingenieurs genügt fast 
immer die Annahme eines constanten E®, da selbst bei starker 
Veränderlichkeit dieses Werthes (beispielsweise zwischen dem Ein- 
fachen und Doppelten) nur ausnahmsweise Differenzen bis zu einigen 
Procent der genaueren Resultate entstehen (^Weyrauch, AUg. Theorie 
u. Berechnung d. continuirlichen u. einfachen Träger, Leipzig 1873). 

Aufgabe 46. Verschiedene transversal belastete Balken. 

Nach § 47. 

Es sollen die in den beiden letzten Aufgaben erhaltenen Be- 
ziehungen auf eine Anzahl häufig vorkommender Fälle angewandt 
werden. 

Um die Gültigkeit der Formeln nicht unnöthig zu beschränken^ 
gestatten wir dem anfänglich geraden Stabe auch abgesehen vom 
Einflüsse der Belastung Abweichungen gegen die Horizontale, welche 
jedoch bei Anwendung der Gleichungen für die Formänderungen so 
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klein sein müssen, dass (^) gegeii 1 yemachlässigt werden kann. 

Eine allgemeinere Behandlung von Balken folgt in Aufgabe 54. 

a) Balken mit eineni festgeklemmten und einem freisckwebenden 
Ende. (Fig. 26.) Ursprung der Goordinaten im Schwerpunkte des 
Einklemmungsquerschnitts, Schnitte und l letzterem und dem 
freien Endquerschnitte ent- 
sprechend , so dass M^j Ä ^ 
gleich Null werden. Es gel- ^ 
ten die Gleichungen der Auf- "" 
gäbe 44; die sich theilweise 
wesentlich vereinfachen. Aus y 

A. 44 (5) (4) folgen das w». ««• 

Stützenmoment und die Yerticalreaction der Stütze 

l \ 

(1) M=-^Pa,' Ä=^P, 



und aus A. 44 (8) (7) das Moment und die Yerticalkraft im Quer- 
schnitt X 

i i 

(2) M. = -^Pia-x), r,=^R 



X 



Nach A. 45 (7) (4) ist die Einsenkung oder yerticale Ab- 
weichung gegen die Lage im spannungslosen Zustande bei x 



und die Maximaleinsenkung bei x '^^l 

(4) max/'-^^^«^»^-«)- 



Beispielsweise erhalten wir für eine Einzellast P am freien Ende 

(5) ^"/'=8Ä' 

und für eine auf die ganze Stablänge gleichmässig yertheilte Last 
von q pro Längeneinheit mit P*=^ qda (Aufgabe 3) 

(6) max/-=g^. 

b) Balken mit frei drehbaren Enden. (Fig. 27.) Ursprung der 
Goordinaten in einem Endquerschnitt^ Schnitte und l durch beide 
Endquerschnitte, so daas M, M' zu Null werden. Die Gleichungen 
der Aufgabe 44 vereinfachen sich wesentlich. Beispielsweise er- 
halten* wir die Stützenreactionen 

WjBTKiLÜCH, Aufgaben zur Theorie elaat. Körper. 7 
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(7) A=^\yjPil-a), ^' = 4-^Pa, 



während das Moment und die Yerticalkraft im Querschnitt x 



(8) 



X 



X 

X 



Nach A. 45; (7) (4) ist die Einsenkung oder yerticale Abweichung 
gegen die Yerbindungsgerade der Stützpunkte bei x 

(9) f^(ß-^)^-^[Aa^-^P^a^-ayl 



und der Ort der Maximaleinsenkung 

(10) a; = e, wo ß ^'- - -^[ä,^ -^ P(x - a)']^ 0. 



In beiden Gleichungen ist ß, die Tangente des Neigungswinkels der 
elastischen Linie bei 0^ bestimmt durch 

(11) ß-7-^i^P»(l-'*)0ii-^)- 



Speciell wenn der Stab zur Yerticalen durch a? = — symmetrisch 



2 




-wT 



belastet ist, hat man, wie 
^öSfli:: --J^ ' sofort klar und leicht zu be- 
weisen (siehe unten) c «« y> 

mit welchem Werthe von x 
««•»7- und (7) (11) aus (9) nach 

einfacher Reduction folgt 

(12) max/-=^^Pa(3P-4a«). 



Liegt gerade bei e eine endliche Last P, so ist dem Begriffe unserer 
symmetrischen Belastung entsprechend nur die Hälfte derselben in 

(12) einzuführen, wonach z. B. für eine Einzellast in der Stabmitte 

(13) max/=.j^, 

während für eine auf die ganze Stablänge gleichmässig yertheilte 
Belastung von q pro Längeneinheit mit P ^^ qda 

(14) "^"^f^siiSe' 
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c) Balken mit festgeklemmten Enden. (Fig. 28.) Ursprung der 
Goordinaten im Schwerpankte eines der Einklemmungsquerscbnitte, 
Schnitte und { beide Einklemmongsquerschnitte. Es sind M, M' 
statisch anbestimmt und aus den Formänderungen abzuleiten. Da 
nach A. 45, (6) die Tangenten der unbekannten Einspannungswinkel 
sich ausdrücken 




SO folgen durch Auflosen die Stützenmomente 



(15) 



M 



=-ii'^«(^-«)*+(2^+^'-¥)T' 



M 



'=-^^P«»G- o) - (2/J' + /J-?f) 



3c\ 2E9 
f ' 



and für /5 = /5' = -r , wie dies bei Einspannung mit gerader Axe 
zutrifft, 

(16) M==-^^Pa{l-af, M' f V Pa« (^ - «)• 



Mit diesen M, M! gelten die Gleichungen der beiden letzten Auf- 
gaben. 




Flg. 88. 



-«)'], 



Für die Einsenkung bei x hat man 

(17) /■-(/S_«-)a!-^[3Jtfa^ + ^x»-J'P( 



und fQr den Ort der Maximaleinsenkung 

(18) « - c, wo ^-^ - ^ \^Mx + A<^ -^ Pix- af] = 0. 
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c 

Ist j3 = /J' = y und der Stab zur Verticalen durch die Mitte 

symmetrisch belastet, so hat man, wie unmittelbar klar und leicht 

zu beweisen (siehe unten), 6 <» -^ und substituirt man diesen Werth 

von X zugleich mit Ä nach A. 44 (4) und M nach (16) in (17), 
so folgt nach Reduction 

(19) max /= ^^ Pa* (ßl - 4a). 



Liegt bei e eine endliche Last P, so ist in (19) nur die Hälfte der- 
selben zu berücksichtigen, wonach z. B. für eine Einzellast in der 
Stabmitte entsteht 

PI* 



(20) max/' = 



l92Ee^ 



während für eine auf die ganze Stablänge gleichmässig vertheilie 
Belastung von q pro Längeneinheit wird 

■ 

d) Balken mit einem festgeklemmten und einem frei drehbaren 
Ende. (Fig. 29.) Ursprung der Coordinaten im Schwerpunkt des 

Einklemmungsquerschnittes, 
^ Schnitte und l durch letz- 
'jzj^s^ teren und den Endquerschnitt, 
so dass M' = wird. Es bleibt 
das statisch unbestimmte Jlf aus 
den Formänderungen zu be- 
stimmen. Da nach A. 45 (6) 

Fig. 19. 



und hierin ß bekannt ist, so folgt das Stützenmoment 

(22) M ^,^Pa(l-a)(2l-d) + {ß-'j)'-^, 



# 

und für /5 = j , wie es bei Einspannung mit gerader Axe zutrifR^ 

(23) Jf = - ji-.^' Pa (l - o) (21 - a). 



Mit den hier gegebenen M, M' gelten die Gleichungen der zwei 
letzten Aufgaben. ^ 
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Die Einsenkong bei x und die Bedingung für die grösste Ein« 
Senkung sind durch (17) (18) bestimmt. Für eine auf die ganze 
Stablange gleichmässig vertheilte Belastung von q pro Längenein- 
heit beispielsweise folgen 

(24) e — 0,578Z, max /•= 0,0054 |g- • 

Ableitung der Formeln (12) (19). Ist der Stab zur Mitte sym- 
metrisch belastet, dann hat man für je zwei symmetrisch liegende 
Lasten P, P' 

{ — a =» 6^, 

womit im Falle b) allgemein und im Falle c) fär j3 «» /S' b- — 

9 


Da femer fttr P, P' 

Pa Q - a) (21 — a) + P'a (l - a) (21 — a) — dlPa (l '- a), 
80 folgt aus (11) 

T 



ß-l-de^l^''^-'''^ 





Mit den so berechneten -4., ß erhalten wir für rc = — 


l 

d. h. die Bedingung (10) ist fflr c = -x- erfüllt Durch Substitution 

der gefundenen e, -4, ß geht (9) in (12) über. — Da für symmetrisch 
liegende P, P' auch 

Pa (l — ay + Pa (l - aj = IPa (l - a), 
so wird nach (16) 

Jlf«= — ^VPa(Z-a). 



Mit den gefundenen -4., M und /J = y folgt für a; =« -^ 



sodass c = -|- ist und (17) in (19) übergeht 
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Aufgabe 47. Stfttzenmomeiite eontinnirliclier Balken. Nach § 47. 

Ein Stab mit anfanglich gerader Schwerpunktsaxe sei in be- 
liebig vielen Punkten der letzteren so gestützt, dass nur bei einer 
Stütze horizontaler Bewegung widerstanden wird. Die Enden können 
festgeklemmt oder frei drehbar sein. Es soll die in Aufgabe 45 
abgeleitete Gleichung der elastischen Linie zur Berechnung der in 
den Beziehungen der Aufgabe 44 vorkommenden statisch unbe- 
stimmten Stützenmomente My IM* verwendet werden. 

Die Indices bei mehr als zwei Stützen seien wie in Fig. 30 
gewählt; dann sind die Indices in der Umgebung einer beüebigen 
Stütze r der Fig. 31 entsprechend. Da wir hier mit verschiedenen 




Fig. 80. 



Oeffiiungen l gleichzeitig zu thun haben , so soll sich y\ auf alle 

r 

Lasten in der Oefihung Ir beziehen, also beispielsweise ^^ P die 
Gesammtlast ^ P in Z = t bedeuten. 



Ueber jeder Stütze r kann man die Tangente des Neigungs- 
winkels der elastischen Linie einmal als ß' der vorhergehenden 
Oeffhung Ir^i und einmal als ß der folgenden Oeffnung Ir aus* 
drücken. Man erhält so nach A. 45 (6) 



^;-i = ^ 



c^ — c 



r— 1 



V— 1 



r — 1 



ßr 






r 

Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke entsteht die Relation zwischen 
den Momenten über drei auf einander folgenden Stützen: 
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(1) 



Mr- ilr-l + 2Mr(lr-l + lr) + Mr+ , Ir 

-r-^Pa(l — a)il + a) — j-yiPa{l — a)(2l — a) 



r— 1 



+ H~ + ^^) 



6Ee, 



während die obigen Formeln für r >= und r — 1 °a n liefern 



(2) 






In ^ 



+(^±-^ _,,,,) 



6E®. 



Diese letzten Gleichungen, welche übrigens nur specielle Fälle 
von (1) bilden, kommen zur Verwendung bei continuirlichen Balken 
mit festgeklemmten Enden. Bei frei drehbaren Enden gelten die- 
selben natürlich auch noch, dann sind aber Mq, Jf^ + i gleich Null 




lig. 81. 

und es genügen zur Bestimmung der n Momente über den Zwischen- 
stützen ebenso viele Gleichungen der Form (1). Nachdem die Stützen- 
momente berechnet sind, lassen sich sämmtliche Gleichungen der 
Aufgaben 44, 45 anwenden. Für die Stützenreactionen hat man 

(3) JBo = A, Ilr = Är^t + Ar, Ä + i-X, 

worin Ar, Ar die A, A' der Oeffiiung Ir bedeuten. 

Clapeyron'sche Formeln. Es sei die Belastung auf die ganze 
Lange je einer Oefi&iung gleichmässig vertheili Dann werden mit 



— 104 — 



^ Pa(l-a)(l + a)'=q I a(l-a)il + a)da = ^, 



I 
^ Pa(l - a) (21 — a) = q / a(l - a) (21 — a)da== ^, 

«y 



und die Gleichungen (1) (2) gehen über in die folgenden 

[ Mr-llr-l + 2Mr(lr-l + Ir) + Mr+llr 

(^)\^-l.(^,_,U-. + qrl}) + 6Ee{^^^=^+'-^^), 



(5) 



Diese Formeln wurden für den Fall gleichhoher Stützen ^ also ab- 
gesehen Yon dem Gliede mit E@^ zuerst von Clapeyron gegeben^ 
Gomptes rendus 1857. Die Berücksichtigung der Stützhohendiffe- 
renzen^ welche in praktischen Fällen auch unbeabsichtigt entstehen 
und wesentliche Aenderungen der Spannungen bewirken können, 
rührt unseres Wissens von KSpke her, die allgemeinen Gleichungen 
(1) (2) hat der Verfasser abgeleitet: Allgemeine Theorie und Be- 
rechnung der continuirlichen und einfachen Träger, Leipzig 1873. 

Aufgabe 48. Directe Berecliiinng von Stfitzenmomeiiteii 
continnirlicher Balken. Nach § 47. 

Es soll gezeigt werden, wie man einzelne Stützenmomente con- 
tinnirlicher Balken mit frei drehbaren Enden ohne Rücksicht auf 
die übrigen berechnen kann. Das Verfahren ist dann zur Auf- 
stellung der Formeln für die Stützenmomente symmetrischer Balken 
von ein bis fünf Oeffhungen zu verwenden. 

Setzt man 

5i = — ^^Pa {l - a) G + a) - -^^ Pa{l — a){2l — a) 

^ ^ .1 



(1) 



',= - ^^PaQ -a)il + a)- ±^Pa(l-a) {2l-a) 

1 * 2 
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worin sich die Summen ^ , ^ , . . auf alle Lasten in den OefiF- 

1 

nungen l^j Z^,.. beziehen^ so bestehen nach Aufgabe 46 bei n 
Zwischenstützen folgende n Gleichungen 

M,l, + 2M,(l, + y + Jf,Z, = S„ 



(2) 



Mr-llr-l-]-2Mr(lr-.l + lr)+Mr+llr — Ä 



Mn-lh-l + 2Mn(ln-l + h) — Sn. 

Um aus diesen Gleichungen irgend ein Stützenmoment zu erhalten, 
müsste man alle übrigen M mit berechnen. 

Multiplicirt man jede der n Gleichungen mit einem Ooeffioien- 
ten ly dem wir den Index des betreffenden S geben, und addirt dann 
das ganze System, so folgt 

M,[l,X, + 2(k + l,)l, + kX,] + 

M, [In-lln-l + 2(ln-t+ln)K] = Jg'^'^" 



'»!• 



Diese Gleichung gilt allgemein, welche Werthe die Coefficienten A 
auch annehmen mögen. Von dem uns zustehenden Verfügungsrecht 
können wir nun auf verschiedene Art Gebrauch machen. Wir können 
beispielsweise jedem l direct einen bestimmten Werth vorschreiben, 
wir können aber auch sagen, die n Grössen A sollen diejenigen Werthe 
haben, welche aus ebenso viel Bedingungsgleichungen folgen. In 
jedem Falle werden wir eine möglichst vortheilhafte Wahl treffen. 
Es sei nun das Stützenmoment Mr zu bestimmen. Dann ist es 
am zweckmässigsten, die A so zu wählen, dass in der letzten Gleichung 
sämmtliche Elammerausdrücke mit Ausnahme des mit Mr multipli- 
cirten verschwinden, der letztere aber gleich 1 wird. Thun wir 
dies, so folgt 

H 

(3) Mr =-2'^ ^> 
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und die X sind durch folgendes System von Gleichungen bestimmt 

h' ' 

/r — 2 ^r — 2 + 2 (fr — 2 + ?r — l) ^r — 1 + Ir—l^r =0, 
(4) j lr^ikr^i + 2(lr-l + lr)^r + lrlr + l=l, 

Irkr + 2{lr + ür + l) ^r + 1 + ?r + 1 Ar + 2 = 0, 

i,^lA»--i + 2(f,-i + i»)A« —0. 

Wir bezeichnen dies Gleichungssystem als A- System der Stütze r. 
Hat man die X (welche nur von den Spannweiten l abhängen) dar- 
nach berechnet, so ergibt sich Mr aus (3) fnr beliebige Belastongs- 
falle ohne Bücksicht auf die übrigen Stützenmomente. 

Speciell wenn die Stützpunkte in gleicher Hohe liegen und die 
Belastung auf die Länge je einer ganzen Oeffnung gleichmässig ver- 
theilt ist; hat man nach A. 47, (4) 



(5) 



'S, = - 4- («1 ^i" + ?W/), 



^•-V 

worin q^, q^^ ?2> • • <^^ Belastungen pro Längeneinheit in den Oeff- 

nungen l^^ \y l^, . . bezeichnen. 

In der am Schlüsse der vorigen Aufgabe citirten Arbeit hat 
der Verfasser die Eigenschafken der A-Systeme benutzt, um diejenigen 
Belastungen zu ermitteln, welche die Grenz werthe der Momente, 
Verticalkräfte imd Stützenreactionen erzeugen. Auch ist dort der 
Fall eingespannter Enden berücksichtigt. 

Wir werden nun auf Grund der abgeleiteten Gleichungen die 
verlangten Stützenmomente von Balken ausdrücken, deren Spann- 
weiten zur Mitte symmetrisch liegen. 

Sjrmmetrischer Balken mit zwei Oeflaungen. Fig. 32. Man erhält 
für beliebige Belastung und beliebige Stützhöhen mit S^ nach (1) 

.7o M. y/ 



toi T A^ 
^ 



Fig. SS. 

(6) M,^{jS„ 
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tmd speciell ffir gleichmaesig vertheilte Last auf die Länge je einer 
ganzen Oeflhung und gleiche Stützhöhen 

Symmetrischer Balken mit drei Oefhnngen. Fig. 33. Man setze 

(8) a^6+l, /J = 2(^ + 1, y = 2(y + 3. 

Dann ergeben sich fOr beliebige Belastung und beliebige StQtz- 
h5hen 



(9) 






M^ 



9, 



M^ 



9z 



h^i 



1,6-1* 

Dt -y 



Flg. 83. 

und für gleichmässig vertheilte Last auf die Länge je einer Oeff- 
nung und gleiche Stützhöhen 

(10) *7 

I Jlf2 = — 4p^(2^«^2 + y^l--^^o)• 
S7mmetri8oher Balken mit vier Oefhnngen. Fig. 34. Man setze 

Dann folgen für beliebige Belastung und beliebige Stützhöhen 



(12) 



M, 



4ay 



.^3 = 4;^( BS,^2a8, + 8,\ 



% M, 



9, 



Jf, 



Jf. 



U*<rc 



<^ — 



i.'i 



-■*- 



-3« * 



Fig. S4. 



und speciell für gleichmässig vertheilte Last auf die Länge je einer 
Oeffnung und gleiche Stützhöhen 



(13) 



■M. 16 «y (**'*^o + *!?i - /'s» + *'?8), 
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(14) 



SymmeMsoher Balken mit f&nf Oefbongen. Fig. 35. Man Beize 

a = tf+l, /J = 2tf+1, y = 6tf + 5, 

* = 8tf + 7, e=10tf + 9, e=.15tf + 13, 

q = 22tf + 19. 



Dann finden sich fSr beliebige Belastung und beliebige Stütz- 
höhen 

' Jfi = -i^(2gSf, -dS, + 2aS, - SJ, 



(15) 



J»4 = ^, (- 98, + 2a*S, - 4««S, + 2«fif0, 
3^ = ^, (- <JÄ, + 2a88, - 4«»S; + 2€c8,), 

3f, = -L (2tfif« - <J5, + 2aS, - fifO, 



^ 



7/ 



-4ri 



7* 



>^ 



?i 



ik. 



* 



lo-ffl 



1,1 



Flg. 8S. 



Ij i^ 



•m ~ # 



und speciell fOr gleichmässig vertheilte Last auf die Länge je einer 
Oeffiinng und gleiche Stützhohen 



(16) 



-^ &A-'^'^o + ß9Si + 2ayq,-2aßq, + 2<i»aqt), 



M, 



y 



4yc 



{'^ffidq^ + ßdq, + 2ayq^^2aßq,+26^aqo), 



^^^~4n (2^5S«4 + ^& - y?2 + /J^l - ^Qo)' 



Aufgabe 49. Balken mit bewegten Lastsystemen. Nach § 47. 

Auf einem Balken (Aufgabe 44, 45) mit zwei Stützen bewegt 
sich ein System von Lasten in unveränderlichen EntfernuDgen. Die 
Bedingung für das Maximum des Moments Mx in einem beliebigen 
Querschnitt x abzuleiten: 1) für den Fall frei drehbarer Enden; 
2) für den Fall; dass beide Enden festgeklemmt sind. 

Frei drehbare Enden. Wenn sich die^ nur auf die beweg- 
ten Lasten beziehen, dann hat man nach A. 46, (8) 



(1) 



l — x 



lf, = '-=^ yjPa + jyjP(}-a)-{- Const. 
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Rackt das Lastsystem am unendlich venig weiter, so ändern sich 
die Abscissen a^, Oj, . . . aller Lasten P^, Pj, . . . um das gleiche 
da, wir erhalten nach Anleitni^ der Aufgabe 4 



äM^ l-x ' i ' 

~ 



da l 



^P-^^P^^P-^^P, 



also für das Maximum von M. 



■X 
X l 



(2) 2^ = t2^- 



Das Maximum tritt ein, wemi diejenige Last P« bei x anlangt, bei 

welcher die Summe der in der Richtung von nach l addirten 

i 

Lasten des Systems den Werth -=- ^' P durchschreitet. 



Festgeklemmte Enden. Beziehen sich die ^^ nur auf die mobi- 
len Lasten^ so hat man nach A. 44^ (8) mit A. 46^ (15) 



(3) 



M.^'-^l^Pa-.^^Pail-oA 

L J 

. L « J 



Beim Verschieben des Lastsystems um da ist allgemein 



dJJf 

X 

'da 






daher Bedingung fllr numerische Marima 

(4) ^P=^:i,'^P(l-a)(p-Ua-\-Qxa), 



und speciell 

fOr a; = V P= = ~ V P(Z — a) (f - 3a), 





fara: = i- ^P=^ l.^P{l-a). 
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Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass eine Last P den grossten 
Beitrag zum Stützenmomenta M für » = -«- liefert. 

Beispiel. Ein Balken mit frei drehbaren Enden von 2 «» 10 m 
Spannweite werde durch eine Locomotive der Anordnung Fig. 36 
befahren^ während das gleichmässig yertheilte Eigengewicht j)=0,6tn 
beträgt. Die max M^ bei o; = 1; 2, 3^ 4, 5 m zu berechnen. 

Für eine auf die ganze Stablänge gleichmässig yertheilte Last 
von p pro Längeneinheit sind 



2'^«='-?' 



2;pQ-a)^ 



p (I - «)• 



80 dass die Formel (1), in welcher die ^ nor mobile Lasten ent- 
halten, im vorliegenden Falle ergibt 



l-x 



^'-—l-yPa + ^yPil-a)+lx(l-x). 







X 



< 1 T T—\ T > 



t t 



CHÜLii 






n 



/i-Jtn 



Fig. S6. 



l 



Als Gesammtgewicht des Lastsystems haben wir ^^ P = 27 tn. 


X 



Für a; = 1 ist ^ 27 = 2,7, also P, — P^, 



2 
max JM"^ = ^ [6 (9 + 7,7 + 6,4) + 4 • 5,2 + 5 • 2,2] 






+ 0,3.1.9= 19,74 mtn; 



X 



für a; = 2 ist ^ 27 = 5,4, P, = P^, 



2 



max Jlf^ = -^ (6 (8 + 6,7 + 5,4) + 4 • 4,2 + 6 • 1,2] 



X 



10 

+ 0,3 . 2 . 8 = 33,48 mtn; 
für a; = 3 ist y 27 = 8,1 , P, = P^, 

max M, - 1 6 . 1,7 + ^[6(1 + 5,7) + 4 • 4,5 + 5 • 1,5] 

+ 0,3 . 3 . 7 = 43,95 mtn; 



10 



10 



X 



für rr = 4 ist ^ 27 = 10,8, P, = P„ 



l 
max Jlf^ = :^ 6 . 2,7 + ^ [6 (6 + 4,7) + 4 • 3,5 + 5 • 0,5] 



10 



10 



+ 0,3 . 4 . 6 = 49,20 mtn; 
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fOr o; = 5 ist ^ 27 = 13,5, P, = P^ 



l 

'^ 10 



max M, = f^ [6 (5 + 3,7 + 2,4) + 4 • 3,8 + 5 • 0,8] 



4- 0,3 . 5 • 5 = 50,40 mtn. 

Eliemach kann man eine Curve der max Mx auftragen, welche die 
max Mx auch für beliebige x liefert 

Weiteres über diese und andere Untersuchungen betreffend be- 
wegte Lastsysteme findet man bei Winkler, Vortrage über Brücken- 
bau, Theorie der Brücken I, Wien 1876; Weyrauch, Zeitschr. d. 
Hannov. Arch.- und Ing.-Vereins 1876; Schäffer, Zeitschr. f. Bau- 
wesen 1876, sowie in den am Schluss der nächsten Aufgabe genann- 
ten Schriften. Hier genügt es, die statische Unbestimmtheit zu 
heben, das Uebrige gehört in die Ingenieurmechanik. 

Aufgabe 50. Biegungsformeln ffir einfaeh gekrttmmte Stäbe. 

Nach § 47. 

Ein Stab mit einfach gekrümmter Schwerpunktsaxe werde durch 
irgend welche Kräfte so deformirt, dass die Stdbaxe in einer Ebene 
bleibt und die zu dieser Stabebene senkrechte Schicht durch die Axe 
nach wie vor eine der ersteren senkrechte Cylinderfläche bildet, die 
Flächenelemente aber, welche anfangs einem ebenen Querschnitte 
anlagen, auch schliesslich eine Ebene ausmachen. Das Stabmate- 
rial sei homogen und besitze in allen betrachteten Punkten Elasti- 
citatsaxen parallel der Stabaxe. Es sollen Beziehungen zwischen 
den die Deformation bestimmenden Grössen und ihren erzeugenden 
Kräften unter der Voraussetzung abgeleitet werden, dass nur Tempe- 
raturänderungen und die der Stabaxe parallelen Kraftcomponenten 
in den Querschnittselementen Ton wesentlichem Einflüsse auf die 
Formänderung sind. 

Wir denken uns vor Eintritt von Spannungen zwei Querschnitte 
geführt, den einen, welcher x heissen soll, um die Axlänge s von 
einem gewählten Ausgangspunkte entfernt, an der Stelle, wo q> den 
Winkel der Stabaxe mit einer gegebenen Richtung bedeutet, den 
andern um die Axlänge ds weiter. Bezeichnet dann v den posi- 
tiven oder negativen Abstand einer zwischen beiden Querschnitten 
liegenden, der Stabaxe parallelen Faser von der Axschicht, so ist 
die anfangliche Länge dieser Faser 

dSi, = (Z5 -f- 1; ( — dqi) = ds — vdg). 

Wirken nur äussere Kräffce ein und finden Temperaturänderungen 
statt, so ändern sich $, g>, St, um As, Ag>, ASp und wir haben 
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uach dem Tayhr'schen Lehrsatze mit As =^ f{s) bei Yemachlas- 
sigung unendlich kleiner Grossen zweiter Ordnung die Aenderung 
von s -}- ds 



f{s + ds) = As + -^ — ds = As + dAs. 

Die schliessliche Länge der Fasern zwischen beiden Querschnitten 
beträgt also in der Azschicht 

5 + ds + As + dAs — (s + As) = d (s + As). 

In ganz analoger Weise ergeben sich die schliessliche Faserlänge 
bei V und die schliessliche Differenz der Richtungswinkel g> zwischen 
beiden Querschnitten (anstatt der anfänglichen ds^, dtp) 

d(s. + As»), d{q> + Aq>). 

Da aber die Querschnitte nach wie vor convergirende Ebenen bil- 

deu; so hat man 

d{s^ + ASr) 

==d(s+As) — t;d(9)+A9?) 

und durch Subtraction der 
ersten Gleichung 

dASv <=» dAs — vdAq). 

Wenn die Längenände- 
rung der Fasern bei v nur 
von Spannungen 6 parallel der 
Stabaxe herrührten, würde 
man nach § 47 haben 










Fig. S7. 



Wenn dagegen nur eine Tem- 
peraturänderung r eingetre- 
ten wäre, ¥rürde sein 



(2As. 
~d8~ 



= ax. 



Beim Zusammenwirken beider Ursachen folgt 

^ V <*^s« ^ 

(1) ^'-«* + F' 

wie auch aus § 81 entnommen werden konnte. Gleichung (1) lie- 
fert nach Einsetzen der obenstehenden Ausdrücke für ds^y dAs« bei t; 

vdtp — ds ' 

oder, wenn r den ursprünglichen Krümmungsradius der Stabaxe 
beim Querschnitt x bedeutet^ mit 
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r ( — dtp) = ds, 
(2) ._^(^-_„^)^_^„. 

Gleichung (2) drückt die deformirende Kraft fQr eine Faser 
vom anfanglichen Querschnitt 1 aus. Einer Faser vom anfanglichen 
Querschnitt dF entspricht eine dF-mal so grosse Kraft, und für 
sämmtliche Fasern, welche anfangs im Querschnitt x der Grösse F 
aufsassen, hat man die Resultante dieser Kräfte 



(8) 



' l,.-f.äF-E\i§f-:^,äF 



-^/ft-."^-«/'"^]- 



Da 6y Nx parallel der Stabaxe oder senkrecht dem anfänglichen 
Querschnitt x wirken, so wollen wir 6 als N(nifnalspannnng bei v 
und Nx als resuUirende Nonnaihraft des Querschnitts x bezeichnen. 
Jede ein Flächenelement dF afficirende Normalkraft ödF erzeugt 
hinsichtlich der Axschicht ein Moment 6 dF • v und das Gesammt- 
moment dieser Flächenkräfte für den Querschnitt x ist 



(.*) 



' M.-ßäF-E['^}ß;-JF 






Die drei letzten Gleichungen wollen wir etwas umformen. 
Man hat 



rr vr 



r -f-*^ r -f- 1^' 



= 1-^+ ' 



und damit 



~E "^ "57" 



\J^^ - vß^F"^ t/^. ^^] 



dA€p 
"dT 



SB 



[ßdF-J^JF] - afrdF, 
[ß^F-f^^ dF] - '-^rf^^dF-.fvrdF, 



oder, wenn zur Abkürzung 

Wbtbavch, Aufgaben xur Theorie elaat. Körper. 
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• (5) . 
gesetzt und 






dF 



JdF = F, 



jvdF=0, 



berücksichtigt werden, 

'dAt 



N^ /«JA» dA«p\ W dAs C 






dAs 
ds 



dAifl 
ds 



Hieraus folgen 

dAs 
(6) U^-^y 



(7) 



]-- a I vtdF. 

+ ar j %dF-\-a I vtdF^ ^-, 
= ^ = - (— ^— + ««y -d2^+ «y vxdF) ^, 



( 



E 

'JtC + r 



U + 



und durch Substitutiou dieser Ausdrücke in (2) entsteht 



(8) 



= ( ^' ^^^' - + ar I rdF+a I vzdF) 



E 
Fi 



+ 



/Jf, /* \ E rv 



Fat. 



Alle Integrale der Gleichungen (3) — (8) sind auf sammtliche Ele- 
mente des anfanglichen Querschnitts x zu erstrecken. 

Oewöhnllche Fälle. Wird die Temperaturanderung r bei allen 
Elementen des Querschnitts x als gleich gross angenommen, so er- 
geben sich aus (6) — (8) mit Rücksicht auf die nach (5) angeschrie- 
benen Integralwerthe 



(ß) 






EFr 



M 

X 



ut 
r 



M 

X 






F 



Fr 



W r +v 

Ist der Krümmungsradius r so gross im Vergleiche zur Querschnitts- 
höhe, dass jedes v gegen r vernachlässigt werden kann, so wird 
nach (5) W gleich dem Trägheitsmomente 



(10) 
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@^ fv^ 



dF 



des anfänglichen Querschnitts x hinsichtlich der Axschicht. Ferner 
lassen sich dann, wie insbesondere praktische Berechnungen ergeben, 
in (9) die Glieder mit r im Nenner gegen die übrigen vernach- 
lässigen, womit folgende wichtige Näherungsformeln entstehen 



(11) 



N. 



Cf=ar+ .-. 



r= 



MF' 

E9 ' 

■F+^-e 



Es möge sich nun speciell um kleine Deformationen handeln. 
Wir nehmen in fester Lage gegen die anfangliche Gruppiruug der 
Stabpunkte ein rechtwinkliges Coordinatensystem in der Stabebene 
an und verstehen unter den Coordinaten x, y eines Querschnittes x 
die anfanglichen Coordinaten seines in der Stabaxe liegenden Schwer- 
punkteSy unter q> den anfanglichen Winkel {sx) der Stabaxe mit der 




Flg. 38. 

Abscissenaxe bei x. Bezeichnen nun Arr, Aj/ die mit der Defor- 
mation eintretenden Aenderungen von x, y, so sind nach dem 
Taylor'schen Lehrsatze d{x -\' Ax), d (y + Ay) die Aenderungen 
der anfanglichen Coordinaten x + dx, y -{- dy eines unendlich be- 
nachbarten Querschnittes und man hat 

d(x + Ax) = d(s + As) cos {<p + A<p), 

d{y + Ay) = d{s + As) sin (9 + Atp)^ 

8* 
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worin, wenn die Deformationen so klein vorausgesetzt werden^ dass 
cos A9) = ly sinA9) = A9) gesetzt werden können, • 

cos (ip 4" Ag>) = cos g) cos Ag> — sin 9 sin A9) = . ^ Atp, 

sin (9 + A9) = sin 9> cos A^) + cos g> sin Aq> = ^^ + ^ ^9f 
so dass durch Substitution und Elammerauflosung folgen 
dAx = — A(pdy+ -^ dx ^ ^y • A9), 

rfAy = Ag>dx + -^ dy + ~dxAg>. 

Wegen der Kleinheit von Aip verschwinden die letzten Glieder dieser 
Gleichungen gegen die vorhergehenden und wir erhalten die Aen- 
derungen von x, y 

Ax = — / Atpdy + I üdx, 

(12) \ 7 7 

Ay = J ^9 ^^ +J ^^Vj 
während die Aenderungen von tpj s sich nach (6) (7) ausdrücken 

(13) Aq>=Jvds, ^^^j 

Beispiel. Es soll das Verhältniss TF : 6^ für den rechteckigen 
Querschnitt der Seiten 6, h berechnet werden, wenn die Axschicht 
parallel der Seite h liegt. 

Wählen wir dF=bdv^ so folgen aus (10) (5) 



Uds. 



h^ 
Y 



e 



= bjv'dv, 



a 
2 T 



W= hrf^^ dv = brj^{v - r + -^^-^ dv, 



S 8 



und nach Ausführen der Integrationen 



e-^;, w-ir'lu^Z^-^l 



Mit Rücksicht aaf 

h 



logn ?f = I (^)'+ 1 (A)''+ -J- (^)' + . . . 



1-2F 
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kaim man auch schreiben 
so daas schliesslich 

Diese Gleichung liefert beispielsweise 

= 12 3 4 5 7 

W 



fSr-f 



10 



1,001. 



schuht 



^ = 1,182 1,039 1,017 1,009 1,006 1,003 

Die oben abgeleiteten Gleichungen bilden die Grundlage der 
technischen Theorie einfach gekrümmter Stäbe, 
wie sie insbesondere bei Berechnung von Bogen- 
brücken zur Verwendung kommt. Die Ent- 
Wickelung dieser Theorie begann mit Navier^s 
Arbeit über den Gegenstand, Resume des 
le^ons etc., Paris 1826. Weiter sehe man 
darüber WinMer's Lehre von der Elasti- 
cität und Festigkeit, Prag 1867, Weyrauchs ^'^'^^' 

Theorie der elastischen Bogenträger, München 1879, und Müller- 
JBreslau's Theorie und Berechnung der eisernen Bogenbrücken, Theil I, 
die stabförmigen elastischen Bogen, Berlin 1880. 




Aufgabe 51. Schnittkräfte von Bogen und Balken. Nach § 47. 

Ein anfanglich gerader oder einfach gekrümmter Stab sei in 
einer d^e Schwerpunktsaxe enthaltenden Ebene beliebig belastet und 
so gestützt, dass bei einer oder mehr als einer Stütze horizontaler 
Verschiebung widerstanden wird (Balken, Bogen). Es sollen für 
einen beliebig geformten Schnitt x durch den Träger die resul- 
tirenden Flächenkräfbe und das Moment derselben hinsichtlich der 
Stabaze bestimmt werden. 

Wir nehmen ein rechtwinkliges Coordinatensystem mit hori- 
zontaler x-Axe in fester Lage gegen die anfangliche Gruppirung der 
Stabpunkte an und beziehen die Coordinaten x, y auf die Punkte 
der schliesslichen Schwerpunktsaxe. Als Schnitt x werde ein be- 
liebig geformter Schnitt durch den Punkt x, y ins Auge gefasst. 
Von den einander entgegengesetzten Kräften und Momenten, welche 
auf die beiden in einem solchen Schnitte zusammenhängenden Flächen 
wirken, drücken wir die von der Fläche links von x (Seite der ab- 
nehmenden Abscissen x) her wirkenden aus und bezeichnen die 
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resultirende Horizontalkraft IT«, die resultirende Yerticalkraft Vx 
und das resultirende Moment Mx als positiv^ wenn sie die in Fig. 22 
(S. 90) angedeuteten Richtungen haben. 

Es handle sich um ein Stabstück zwischen zwei Schnitten 
und l, deren Axpunkte im Horizontalabstand l liegen. Für ge- 
wöhnlich wird man den ganzen Stab darunter verstehen, doch setzen 
wir nur voraus, dass innerhalb unseres Stabstückes keine Stütze 
liegt Ursprung der Coordinaten im Axpunkte 0, für x «=1 sei 
1/ s= A:. Der Gesammtbelastung des betrachteten Stabstückes wirken 
nur die Reactionen R, R der angrenzenden Theile entgegen. An- 
griffspunkte^ Grosse und Richtung von R, R sind unbekannt. Denkt 




Fig. 40. 

man sich jedoch im Axpunkte parallel der Reaction JR deren 
Grösse zweimal und entgegengesetzt angetragen, wodurch am Gleich- 
gewichte nichts geändert wird, so erkennt man, dass sich 22 ersetzen 
lässt durch eine in angreifende Horizontalkraft Hy eine ebenda 
angreifende Yerticalkraft A und ein hinsichtlich wirkendes Mo- 
ment M. Ebenso lässt sich K durch eine im Axpunkte l angrei- 
fende Horizontalkraft H\ eine solche Yerticalkraft Ä' und ein hin- 
sichtlich Punkt l genommenes Moment — M' ersetzen. 

Es mögen nun nach Eintritt des Gleichgewichts bei den Ab- 
scissen a^^ a^, (^, > • die Lasten P|, P^^ P3; . . auf den Stab kommen, 
wobei die P auch Lastelemente vertreten und auf einander fol- 
gende a nur um unendlich wenig verschieden sein können. Dann 
haben wir für Schnitt x 

(1) Hx = H, 



(2) 










(3) Mx == M+ Ax - Hy—^P{pß ~ a), 



worin die Grenzen der £ im Allgemeinen Schnitte, nicht Abscissen, 
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bezeichnen. Nach (1) ist die Horizontalkraft für alle Schnitte gleich 
gross und beispielsweise auch Hi '^ — H' ==: H. Die letzte Glei- 
chung lautet fär x ^=1 

i 

M' — Jf + AI - Hh —^P(l - a), 




Fig. 41. 



woraus 



(4) 



A = 



l 



» 

M' - M + Hh +^ P (l — a) 



Vo- 



Substituirt man diesen Werth in (2), so folgt wegen Vi = 



— Ä 



(5) 



A' = 



I 



jf — jf — fl^fc +2' -p« 



= -F„ 



und die Addition der beiden letzten Gleichungen liefert 

i 

(6) Ä + Ä^'^P^V.-V,. 




Fig. H. 



Mit (4) folgen aus (2) (3) 

1 



(7) 



F.= 



l 



(8) 



I 



M' -M+Hh —^Pa +^P(l — a) 



M. 



l — x 



M+^Pa 



+ 



X 



M+^Pil-a) 



ly — kx TT 
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Durch Zerlegung von J7 und V^ in Componenten parallel und senk- 
recht der Stabaxe bei x aber erhält man 

^a? = Fx sin 9> + -ff cos 9>, 

I^aj = Fx cos fp — J5r sin 9), 

wobei fp «= (so;) den Winkel der Stabaxe mit der a:;-Axe bezeichnet. 
Die resultirende Flächenkraffc im Schnitt x ist 



(9) 



(10) B, = ^m + Fx« = KW+2;^ 

Setzen wir den gewöhnlichen Fall voraus^ dass mit Rücksicht 
auf die verticale Stellung oder verhältnissmässig geringe Horizontal- 



J^PM 




Fig. 43. 



projection der Schnitte die Summengrenzen in den abgeleiteten 
Gleichungen als Abscissen angesehen werden können; dann folgt 
aus (3) 

dx dx 44mJ ' 



oder auch 

(11) 



1^ Amm. ^ 

dx 



= r,-fi-tg(!P, 



und wenn ds das Differential der Stabaxe bei x bedeutet^ wegen 
dx = ds cos q> und (9), 



(12) 



31 

"57 



= T 



Mathematische Maxima und Minima von Mx treten ein an den- 
jenigen Stellen 

(13) x = m, wo 2; = oder V^^^Higg) 

ist, die resultirende Flächenkraft Bx im Schnitt wirkt daselbst pa- 
rallel der Stabaxe. 

Anstatt die Coordinaten x, y auf die schliessliche Stabaxe zu 
beziehen^ hätten wir auch die Coordinaten irgend welcher anderer 
Punkte der Schnitte, z. B. die Angriffspunkte der Rx darunter ver- 
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stehen koonen. Da das Moment Ton jß« hinsichtlich des Punktes 
X, y dann Mg = wird^ so folgt für die Linie der fraglichen An- 
griffspunkte aus (3) 



y = 



H 



SB 

Vx-^P(x-a) 



(14) 

und aus (8) 

(15) y = ^ il-x)^Pa-\-x^Pil-a) + xkH 



In (14) oder (15) haben wir die Gleichung der sogenannten StüUh 
linie, welche in der Gewölbetheorie eine wichtige Rolle spielt. 



Aufgabe 52. Kettenlinien. Nach § 47. 

Ein Bogen mit stetig auf einander folgenden Gelenken ist an 
den Enden festgehalten und beliebig belastet. Die Gleichung der 
fiogenaxe anzugeben. 

Es gelten sammtliche Beziehungen der vorigen Aufgabe mit 
(1) M:c = M=M'~0, 

wonach die Gleichung der Bogenaxe nach A. 51, (3) 



(2) 


1 


1 

oder auch nach A, 51, (8) 


(3) 9 =• m 


{i - ^) J 



Äx^^P(x--d)\ 



- «) + T ^1 



und wenn man die verticale _^ o 

Abweichung gegen die Ver- 
bindungsgerade der Stütz- 
punkte 



(4) 
einführt; 

(5) 



r=»-| 



X 




Fig. 44. 



r= 



Hl 



{l-x)^Fa + x^P{l-a) 



För gleiche Stützhöhen stimmen F, y überein. Die vorstehenden 
Gleichui^en beliebiger Kettenlinien sind ebenso einfach und weit 
durchsichtiger als die Gleichungen irgend welcher specieller Ketten- 
linien. 
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Als Yerticalreactionen der Stützen hat man 



(6) 



A = l-^P(l-a) + ^H, 



^'=-i^P« 



-T^. 



und als Yerticalkraft im Querschnitt x, wenn tp den Neigungs- 
winkel der Kette bedeutet, 

(7) V.==Htg<p = A-^P^ 1 TcH-^Ta+^P{l-a) \. 

L « J 

Der Eettenscheitel liegt also an derjenigen Stelle x = g^ wo Vx 
den Werth Null durchschreitet. Nach A. 51, (12) ist wegen Mx^^O 



dM 

a 

"57 



= j; = 0, 



so dass bei Ketten keine Transversalkraft auftritt und die Normal- 
kraft Ng tangential der Kette in der Bogenaxe wirkt. 

um die gefundenen Beziehungen anwenden zu können, muss 
der Horizontalschub H bekannt sein. Zur Ermittelung dieses Werthes 
ist eine weitere Angabe nöthig, wie ja einleuchtet, dass die Form 
der Kette nicht nur von l, k und der Belastung, sondern auch yon 
der Kettenlänge abhängt. Wäre z. B. fär einen Kettenpunkt x, 
der nicht mit einer Stütze zusammenfallt, die Ordinate y gegeben, 
so würde aus (3) 



(8) 



H = 



{l — x) 2 Pa + X 2:^(1 — 0) 

X 

ly — kx 



oder wäre für einen Punkt x, abgesehen vom Scheitel, der Nei- 
gungswinkel tp bekannt, so würde nach (7) 

2: JP (^ — ö) — -S -Pa 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt allgemein 

(Ar - y) ^ Pa + y 2: P (i - a) 

X 



(10) 



igqp = 



X l 

(l — x)2]Pa + xZ! J^{1 

X 



a) 



Gewöhnlich ist neben i, k und der Belastung noch der Pfeil y «= /* 
der Kette gegeben. Es liefert dann (10) mit qp = 0, y = /' för den 
Kettenscheitel 
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je I 

{f-k)^Pa==f^P(l-a), 

X 

X 

und addirt man beiderseits f^, P(l — a), so lautet die Bedingung 



X l 

(11) x=g, wo ^P(ifl-ka)=f^P{l-a). 



Der Eettenscheitel liegt in demjenigen Punkte x =^ g, bei welchem 
die Summe links den Werth rechts durchschreitet. ■ 

Für Ketten mit gleich hohen Stützpunkten vereinfachen sich 
wegen k = die Formeln wesentlich. Der Eettenscheitel liegt dann 
bei symmetrischer Belastung in der Mitte. 

Parabolische Eettenlinie. Es sei die Belastung pro Längenein- 
heit Horizontalprojection der Eette constant gleich q. Dann hat 
man mit P = qda 

X 

^ Pa = q/ ada^ ^j', 



i 
X «y 

X 

und damit aus (3) 

Zur Bestimmung der Lage des Scheitels fQr ein gegebenes f 
berechnen wir 

X 
X /^ 

^P{fl-lta) = q (fl - ka) da = qx (fl - ^-}), 

»y 



^Pil-a) = qjil-0)da = ^^^, 





wonach die Bedingung (11) liefert 

(13) ff = i[f- VfV^^)] ■ 

Mit diesem Werthe von g folgt aus (12) für x = g, y = f der Ho- 
rizontalschub 
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(14) 



^ fi'-kg 2 



Der Parameter der Eettenlinie H:q und nach. (12) auch die Form 
der Kette sind also nur von l, JCy f, nicht vom Werthe q abhängig 
Selbstverständlich lassen sich auch andere der oben gegebenen 
Gleichungen f&r den vorliegenden Fall specialisiren. Für gleiche 

Stützhohen erhalten wir aus (14) mit i = 0, g = -^ 

(15) ff=|f'. 

Gemeine Eettenlinie. Es sei die Belastung pro Längeneinheit 
der Kette constant gleich q. Bedeutet dann s die Eettenlänge von 
bis X und wird tg g> = s gesetzt, so hat man nach (7) 

(16) V^ = A — qs = He, 

— qds =^ HdSf 

und mit Rücksicht hierauf 

, , . eda II sds 

dy = ds sm qp = 



dx = ds cos qp 



l/i + V 
ds 



H ds 



Die Integration dieser Gleichungen ergibt 

X = — logn ^/r T-=r > 
q 6 + y 1 + e« 

wonach f&r die Stütze l 

{ Ä = ^(]/r+'v->/r+i?), 

«0 + Vi+^* 



(18) 



i ^ — lojm , 



-7 



und für den Eettenscheitel 

(/•=f(VTqrv-i), 



(19) 



i/ = ?lognj[e, + V'l + *o')- 



Um bei gegebeuen l, k, f den Horizontalschub zu erhalten, 
entnimmt man aus (18) (19) zur Bestimmung von Cq, e^ 

f 



(20) 



yi + f«' - 1 



yr+"f,'-vT+s,« 



r > 



f 



V^ + *.•-! 



J logn (e, + 1/1 + ««•) - logn (s, + )/l + «,«) ' 
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wonach (19) liefert 
(21) 



H 



af 



Bei gleichen Stützhöhen ergibt (19) zur Bestimmung von €q 

l 



(22) 



/iT17-i 



während H durch (21) bestimmt bleibt. Aus (16) folgen Ä = Hs^, 
s = -H" (£ — «o), auch andere Gleichungen können specialisirt wer- 
den. Parameter und Form der Kettenlinie sind wieder nur von ly Jc^ f, 
nicht von q abhängig. 

Die gemeine Eettenlinie ist von geringer technischer Bedeutung, 
während die parabolische Kettenlinie bei Berechnung der Bean- 
spruchung von Kettenbrücken vielfach verwendet wird. 



Aufgabe 53. Kette mit Versteifiingsbalken. Nach § 47. 

Nach Aufgabe 52 ändert sich die Form der Kette mit der 
Belastung. Es sei nun die Kettenform einer bestimmten Belastung 
entsprechend angenommen und soll durch einen horizontalen Balken 
mit frei drehbaren Enden, welcher durch Tragstangen an der Kette 
aufgehängt ist, bewirkt werden, dass diese bei veränderlicher Be- 
lastung, abgesehen von elastischen Deformationen, unbeweglich bleibt. 
Die äusseren Kräfte, Schnittkräfte und Schnittmomente für Balken 
und Kette zu bestimmen. 

Bei derjenigen Belastung, für welche die Form der Kette be- 
rechnet wurde (bei Kettenbrücken das Eigengewicht der Construc- 




Fig. 4& 



tion), fällt dem Yersteifungsbalken keine Aufgabe zu, er hängt an 
der Kette, ohne Stützenreactionen zu erzeugen« Kommen jedoch 
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weitere Lasten P^, P^y - - zunächst auf den Versteifungsbalken, so 
sind diese auf die Kette so zu yertheilen, dass letztere ihre Form 
nicht zu ändern braucht Durch die P^, Pj, • . werden für den Ver- 
steifungsbalken Stützenreactionen Ä, Ä\ für die Kette aber mit den 
entstehenden Belastungen 2\; ^s? • • der Tragstangen Verticalreac- 
tionen ^, S| und ein Horizontalschub H hervorgerufen. Es ist fest- 
zuhalten, dass die P^, P2, . . zwar die ganzen Beanspruchungen des 
Versteifungsbalkens (soweit sie von Lasten erzeugt werden), aber 
erst mit den bekannten von der Normalbelastung herrührenden 
Kräften die ganzen Beanspruchungen der Kette ergeben. 

Für den Versteifungsbalken gelten die Formeln der Aufgabe 44 
mit M = M' => 0, wobei positive T als negative P anzusehen sind. 
Das Moment und die Verticalkraft im Querschnitt oc drücken sich aus 



(1) 



Jtf,= 



1 
l 



«0 oJLx « J 

X X l l "I 

_ a: X J 



Für den Balken ohne Kette wären dieselben Grössen 



(2) 



X 

X l 

X 



Für die Kette schliesslich gelten die Beziehungen der vorigen Auf- 
gabe, in welchen unsere T die P vertreten, sodass 



(3) 



{y-\x)H= '7^2'^« + 12^ (' - ^)' 





X 



(tg.y - *) ^= _ j/^Tc + }2^(.^ - «)• 



Durch Subtraction dieser Gleichungen von (2) folgen mit Rücksicht 
auf (1) fttr den Versteifungsbalken 



(4) 



M, = (Jlf,) -{y-^x)H, 



und wegen Fq = ^, F| = — Ä' dessen Stützenreactionen 
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worin dem Balken ohne Kette entsprechen 



(5) 



(6) (A) = {^P {l-a), iÄ) = \2^a. 



Die Verticalreactionen der Kettenstützen (Pilonen) sind nach Auf- 
gabe 52 

(7) « = jytgyo, a' = -irtg9,„ 

und die Verticalkraft im Kettenquerschnitt x 

X 

(8) «. = Htg9> = a-^T. 



Es erfolgt also die Vertheilung der P auf die Kette so, dass 

X 

(9) 2r=a-^tg9 = ir(tg9,o-tg9). 



Schnittmomente treten bei der Kette nicht auf. Aus vorstehenden 
Gleichungen ersieht man, dass alle äusseren Kräfte, Schnittkräfte 
und Schnittmomente für Balken und Kette bestimmt sind, sobald 
es gelingt, den durch die P erzeugten Horizontalschub der Kette zu 
berechnen. Hiermit haben wir uns im Folgenden zu beschäftigen. 
Es seien vor Einwirkung der Lasten P^, P^, • •> aber nachdem 
die übrige Belastung der Kette bereits gewirkt hat, zwei Querschnitte 
durch die Kette geführt, der eine bei o;, j^, tp um die Axlänge s 
von der Kettenstütze entfernt, der andere um dx oder die Ax- 
lauge ds weiter. Wirken nun die Lasten Pj, Pg, . . auf den Ver- 
steifungsbalken und ändert sich die Temperatur von Kette und 
Balken, so findet bei der vorgeschriebenen Wirksamkeit des letzteren 
lediglich eine elastische Formänderung des Systems statt, unser erster 
Querschnitt geräth an eine andere Stelle a; + Aa;, y + Ay, q>-{- tktpy 
um s -j* ^^ ^^^ Kettenauflager entfernt, der andere nach dem 
TayJor'schen Satze um d (a; + dkX) oder die Axlänge d (s + A«) 
weiter. Da 

. d{ß + t.sf=^d{x+t.xf + d{y + t.y)\ 
ds* = dx^ + dy^j 

so folgt durch Subtraction bei Vernachlässigung kleiner Grössen 
höherer Ordnung 



1 
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ds d^s = dx dL.x -f- dy <f Ay, 



und ^ x=^l 



ft^-^-A 



(10) / ^: rfAy = y g rfAs - AZ, 



worin, wenn keine Aenderung von l angenommen wird (Horizontal- 
Verschiebung der Auflager über den PUonen gleich Null), dkl^=^0 
zu setzen ist. 

Hätte auf die Faserabschnitte zwischen den betrachteten Quer- 
schnitten allein die von den P|, P«, . . herrührende Normalkraft N^ 
gewirkt, so würde mit S Elasticitätsmodnl und % Querschnitt der 
Kette bei x die relative Langenändernng betragen 



ds es 

Hätte allein die Temperaturänderung r stattgefunden, so würde mit 
a Ausdehnungscoefficieut des Eettenmaterials sein 

dAs 

ds ' 

und wenn schliesslich die Kette um 6 über die Aufli^er nach Innen 

geglitten wäre (beim Gleiten nach Aussen 6 negativ), so würde dies 

pro liLngeneinheit Kette ergeben 

dAs tf 

di ~~s' 

worin s die ganze Kettenlänge zwischen den Stützen bedeutet. Beim 
Zusammenwirken der drei erwähnten Einflüsse hat man 

(") -dr = (" + 7 + (r;)- 

Führen wir die verticale Abweichung der Kettenlinie gegen die 
Verbindungsgerade der Stützpunkte 

(12) Y^j,-^x 

ein, so hat man in (10) 

dy _dr t 

dx dx • J ' 
und damit 



Mit Rücksicht auf 
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dx 
wird aber 





und weil Y für x = und l verschwindet, 

I i I 

(13) y if ä^y -f% .A, - -/r ?^J ä.. 



Die verticale Einsenkung des Versteifungsbalkens bei x ist 
tky -\' tkty wenn tkt die Aenderung der verticalen Entfernung von 
Kette und Versteifüngsbalken (Tragstangenlänge) bedeutet. Die in 
Aufgabe 43 abgeleitete .^avi^'sclie Biegungsformel gibt daher 

(^^) 'd~x* ~^ ~~dx^ '^ " ES' 

unter E, Elasticitätsmodul und Trägheitsmoment des Versteifungs- 
balkens bei X verstanden. Aus (13) (14) folgen 



während (11)^ wenn links mit %- ds, rechts mit dem gleichen 



dx 

Werthe \r-) dx = — , — multiplicirt und JV, cos q) = H berück- 
sichtigt wird, liefert 

dx 

008- (p 


Mit (15) (16) entsteht aus (10) die allgemeine Formel für H 



(16) fl^^ ä£.s =^f(ar + l- + ^ J„ -) 



(17) 



ß 



l 

a , H \ dx 

cos* (p 



^ ' s ' es coa (p) 








Temperaturänderungen des Versteifungsbalkens, welche für je einen 
ganzen Querschnitt constant sind, haben keinen Einfluss auf H 

WsTBAUCU, Aufgaben sur Theorie elast. Körper. 9 
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Die Integration von (17) ist erst ausführbar^ wenn Näheres über 
die Form der Kette und Veränderlichkeit der Querschnitte bekannt 
ist. Wir fassen den einfachsten Fall ins Auge, welcher zu praktisch 
brauchbaren Resultaten führt. 

Specieller Fall. Es seien 1) die Eettenform parabolisch (An- 
nahme für die Berechnung des Yersteifungsbalkens), 2) die Trag- 
stangen starr (Längenänderungen vernachlässigt)^ 3) @^ cos g> = C 
und E& Constante (Mittelwerthe), 4) die Temperaturänderungen 
der Kette gleich gross. Dann hat man 

(18) y = jx + ^x(l--x), Y=^\,-x{l — x), 

(19) S = l + f(^-2^)' 

worin h den Werth von Y für a?= — , also bei gleichen Stütz- 
höhen den Pfeil der Kette bedeutet. Da ferner nach (17) 

(20) («r + l + §)/[l + (^y] dx = ^fYM^dx + t.1, 



so folgt durch Einsetzen von (18) (19) und Integration 



(21){ ^11 



h 



L 



+ A?, 



oder auch 



wenn gesetzt wird 

(23) * = 1 + |'+^ 



Die Auflosung von (21) ergibt den Horizontalschub 

(24) H ^ rr^ssT 

Es ist danach der Einfluss der Lasten Pj, Pg, . . allein 



(25) H = 
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der Einfluss einer Temperaturänderung r allein 

/oßN TT_ a^e 1SE9 

^^^^ il— ~ ÜEe7~Öh^~> 

"^ 8CÄ* 

der Einfluss eines üeberziehens der Kette um a allein 

ee lbE9 



(27) H=- 



\bESB Ssh* ' 



und der Einfluss einer Aenderung der Eettenspannweite um dkl 
allein 

Nach (9) (19) hat der Yersteifungsbalken die Belastung so auf die 
Kette zu vertheilen, dass 

(29; ^T=^^,Hx^px, 



also die Last p pro Längeneinheit constant ist, wie es bei para- 
bolisch bleibender Kette sein muss. Nach (29) entstehen auch T, 
wenn die P gleich Null sind und H von anderen der oben er- 
wähnten Einflüsse herrührt. 

Wird bei Ableitung des Horizontalschubs der verhältnissmässig 
geringe Einfluss von Nx vernachlässigt, das heisst in (17) (20) (22) 
links H unberücksichtigt gelassen^ dann folgt als allgemeiner Aus- 
druck des Horizontalschubs bei beliebiger Veränderlichkeit von ®g 

^= «A^ yp» (i - «) (i' + ^« - «*) 



(30) 



Shl^^ 



I 16E0 I , at Al\ 



Die Einflüsse der P, r, öy dkl allein sind darin sofort ersichtlich. 
Will man anstatt des zwischen a = und a == Z von P bis -p P 

4 

veränderlichen Ausdrucks P -{- la — a^ einen constanten Mittelwerth 





9* 
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einfahren, so liefert (30) als Beitrag der Lasten 



Für die ganze Kettenlänge s bei Berechnung des Einflusses von ö 
genügt es^ flachen Parabelbogen entsprechend zu setzen 

Für Ketten mit gleich hohen Stützpunkten sind i = 0, Y'=»y. 
Die Reduction des behandelten Problems auf die Bestimmung 
des Horizontalschubs der Kette und die Ableitung von H unter den 
obigen Voraussetzungen gelang zuerst Müller-Breslau j dessen Auf- 
satz in der Zeitschr. d. Hannöv. Arch.- u. Ing.- Vereins 1881 Weiteres 
über das betrachtete System enthält. Die Einflüsse von <s^ dkl be- 
rücksichtigte der Verfasser^ Zeitschr. f. Baukunde 1882. Ueber 
Untersuchungen anderer combinirter Systeme siehe die Aufsätze 
Müller-Breslaues^ Civilingenieur 1883 und Zeitschr. f. Bauwesen 1884. 

Aufgabe 54. Verschiedene Bogen und Balken. Nach § 47. 

Ein Stab mit gerader oder einfach gekrümmter Schwerpunkts- 
axe und einer diese enthaltenden Symmetrieebene sei in letzterer 
beliebig belastet und an den Enden gestützt. Das Stabmaterial ist 
homogen und besitzt in allen Punkten Elasticitätsaxen parallel der 
Stabaxe. Es sollen die von der Belastung und einer gleichmässigen 
Temperaturänderung t des Stabes herrührenden kleinen Deforma- 
tionen der Stabaxe, sowie die in den Gleichungen der Aufgabe 51 
vorkommenden Grossen M, M\ H fUr eine Anzahl praktischer Fälle 
abgeleitet werden. 

Wir denken uns in der Stabebene ein rechtwinkliges Coordi- 
natensystem in fester Lage gegen die anfängliche Gruppirung der 
Stabpunkte angenommen und beziehen die Goordinaten x, y^ sowie 
den Neigungswinkel q> auf die anfängliche Stabaxe. Als Quer- 
schnitt X werde ein vor Eintritt von Spannungen durch den Punkt 
Xy y geführter Schnitt senkrecht der Stabaxe bezeichnet. Wegen 
vollständiger Symmetrie von Stab, Belastung und Stützung hinsicht- 
lich der Stabebene bleibt die Stabaxe auch bei der Deformation 
eine in jener Ebene liegende Curve einfacher Krümmung. Wir setzen 
die Aenderungen von % Xy y so klein voraus, dass nach Aufgabe 50 
die Gleichungen bestehen 
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(1) 



j^x = — 1 dktpdy 4- / Udx, 
Ay = I dkq)dx -{- I üdy. 



Die Ausdrücke der U, V sind in Aufgabe 50 gegeben. Für die 
meisten Fälle kann man setzen 

(2) tr«ar + Ä, r^-""' 



EF ' ES ' 

wovon wir bei Ausfährung von Integralen Gebrauch machen werden^ 
während die allgemeinen Gleichungen auch für genauere U, V gelten. 
Mx in (2) bedeutet das Moment der schliesslichen Flächenkrafte 
parallel der Stabaxe im Querschnitt x hinsichtlich des Axpunktes 
dieses Querschnittes. Da aber bei der innerhalb der Elasticitäts- 
grenze bleibenden geringen Deformation des anfänglich senkrecht 
der Axe stehenden Querschnitts die Componenten der Flächenkräfte 
senkrecht der Stabaxe ein gegenüber Mx in Betracht kommendes 
Moment hinsichtlich des Axpunktes nicht erzeugen, so können wir 
Mx als das Gesammtmoment der Flächenkräfte des Querschnittes 
ansehen. Weil ferner die Aenderungen von 9, x, y gegen diese 
Grossen selbst verschwinden, so gelten sämmtliche Beziehungen der 
Aufgabe 51, durch welche auch Mx, Nx bestimmt sind. Wir setzen 
bei Integrationen voraus, dass mit Rücksicht auf die Stellung oder 
Dimensionen der Querschnitte die Grenzen der dort auftretenden Z 
als Abscissen aufgefasst werden dürfen und beachten das in Auf- 
gabe 2 gegebene Integrationsverfahren. Dass die Voraussetzungen 
der Formeln (1) im Falle unserer Aufgabe zutreffen, ergibt die am 
Schlüsse der Aufgabe 45 citirte Arbeit von Pochhammer. 

a) Balken mit einem festgeklemmten und einem frei schwebenden 
Ende. Fig. 46. Ursprung der Goordinaten im Schwerpunkte des Ein- 
klemmungsquerschnittes. Schnitte und l diesem und dem freien End- 
querschnitte entsprechend, womit M' = -4' = -ff = 0. Es folgen aus 
A. 51, (5) (4) 

(3) M=-^Va, A^^P, 



und aus A. 51, (3) (2) 

(4) M, = -^P (a - X), V. =2'^. 

X X 

Auch andere Gleichungen der Aufgabe 51 lassen sich vereinfachen. 
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« 

Da für a; = nun Aa; == Ay «= Agp = 0, so liefern die Gleichungen 
(1) für beliebige Axform und beliebige Querschnitte mit Ay^ = 



(5) 



X 

dkq> = A^^o + / VdSf 

^ 

X X 

Aa; = — 1 Ay dy + / Udx, 



Ay == / Agp dx -}- I Udy. 



Durch die Beibehaltung von Agp^ wird einer etwaigen Drehung des 
Stabes an der Einspannungsstelle Rechnung getragen'^ ganz wie in 
anderen Fallen einem Ausweichen der Stützen. 



i*««^ 




Fig. 46. 



Für anfänglich gerade Stäbe mit constantem ES ergeben die 
Gleichungen (5) nach Ausfährung der Integrationen (Aufgabe 55) 



(6) 



Ag? = Aqpo — 



8 



21:01 



X 

2Mx + Äx^ —^P (^ -- «)' 



Aa; =^ arx — y ^<Po + 



ks 



eESP 






\M^ + A^-p,.-.y] 



X 

Ax —^ P{x — a) 



Ay=ary + a;A(!Po-g^i^ 



+ .^ 



2.» 



EFU 



X 

ZMo^ + Aa? —^P {x — a) 



X 

Äx-^P(x — a) 



3 







worin s die Stablänge von bis l bedeutet und für vollständig feste 
Einspannung Ay^ = ist. Für das freie Stabende liefern vor- 
stehende Gleichungen mit x = l 
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(7) 





f I 





b) Balken mit frei drehbaren Enden. Fig. 47. Ursprung der 
Coordinaten in einem Endquerschnitt; Schnitte und l durch beide 
Endquerschnitte, so dass Jfcf = Jkf' = 5"= 0, womit wesentliche 
Vereinfachungen der Gleichungen in Aufgabe 51 eintreten. Beispiels- 
weise erhalten wir die Stützenreactionen 

(8) A = {^P (l - a), A' = j^Pa, 



und für die Schnittkräfte 

^^ l ^mJ ^ ^ l ^mJ Sin tp 008 qp' 



(9) 



M. = Ax-^Pix-a) = ^'r'^Pa + l'^Pil - a). 





Fig. 47. 



Bei rc = sind Aa; = Ay = 0, so dass aus (1) für beliebige 
Äxform und beliebige Querschnitte 



(10) 



A9= AfpQ + jVds, 



X X 

Ax «» — / Afp dy '{' I Udx 



X X 

Ay = /Ay dx + I Udy^ 
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worin A90 bestimmt ist durch 



ai; 






Fände eine Aendenmg der relativen Höhenlage der Stfitzen statt, 
80 würde f&r Ak der entsprechende Werth anstatt einzusetzen sein. 
Ffir anfanglich gerade Stabe Yon constantem ES liefern vor- 
stehende Gleichungen, wenn s die Stablänge bedeutet (Aufgabe 55) 



(12) 



A9 = A^^ — - 



8 



lESl 






y 



Ax = atx — y A90 4" 



+ 



Ay = aty + zA(Pq — 



ks 
BE91' 

k 
EFs 

8 

BEei 



+ -E 



Fla 



Ax'—^Pix-ay 



X 

Ax—^Pix — a) 


Aa^—^Pix — äf 


Äx -^P (« - o) 



(13) Ay, = ^1 -ar + ^i^^^^Ta {l - a) (21 - o). 



In der letzten Gleichung ist bei voUstand^ festen Stützen AJc = 
zu setzen. 

c) Balken mit festgeklemmten Enden. Fig. 48. Damit der Stab 
als Balken wirke und nicht Fall f) eintrete, muss eine der £in- 
klemmungs wände horizontal frei verschiebbar sein, sodass H=^0 
wird. Ursprung der Coordinaten im Schwerpunkte des einen Ein- 
klemmungsquerschnitts, Schnitte und l beide Einklemmungsquer- 
schnitte. Um die Gleichungen der Aufgabe 51 verwenden zu können, 
müssen die statisch unbestimmten Momente M, M! aus den Form- 
änderungen abgeleitet werden. Nach A. 51, (4) hat man 



(14) 



A = 



M: — M-^'^Pq. — d) 



Da für a;«=0, Aa; = Ay = A9 = 0; so liefern die Gleichungen 
(1) fQr beliebige Axform und beliebige Querschnitte mit A^q = 
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X 

Afp = A^o + iVäs, 



X X 

(15) { Aa; = ~ JAipdy + / J/da;, 



s X 

Ay = I A(pdx + I Udy, 



lind es folgen iU^ ilf ' aus den Bedingungen 



(16) 



A<]p, = = A^o + fVds, 



Ak = = rAfpdx + fUdy. 



Sind Aq)Qy Aq>i, Ak von Null verschieden; so hat man die ent- 
sprechenden Werthe anstatt einzusetzen. 





Fig. 48. 



För anfanglich gerade Stabe von constantem E@ ergeben sich; 
wenn s die Stablänge von bis l bedeutet (Aufgabe 55); 



(17) 



Ay = A^o 



8 



2Mx + Ax^ -2^ (^ "" ^y' 





ks 



Ax=atx—yAip^ + -j.^-., 



6E9V 



k 



+ EFs 



8 






+ 



EFlB 





X 

Ax —^P {x — a) 



X 

3Mx' + Aa^ —^Pix — af 



Ax —^P (« — o) 
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and hieraas die Stützenmomenie, wenn der geringe Einfloss yon Nz 
d. h. der Glieder mit F yemachlässigt wird. 



(18; 





I 



Wir haben demnach als Beitrag der Belastung allein 

(19) M=-^,^Pa(l-ay, M' ^ - ^^Pa* (l-a), 



als Beitrag einer Temperaturänderung r allein 

(20) M = ]l- ESat, M \] EB ar, 

und als Beitrag eines Ausweichens der Stützen allein 

3/= (A9, + 2Ag>o ^ j -y-, 

ili = ~(A9o + 2A9,-^ 



(21) 



2^« 



d) Bogen mit Kampfergelenken und einem Zwischengelenk. Fig. 49. 
Ursprung der Coordinaten in einem Eämpfergelenk (Endgelenk), 
Schnitte und / durch beide Kämpfergelenke, so dass M^= M'= 
werden. Das dritte Gelenk befindet sich au beliebiger Stelle x^^g^ 
y ^^f der Stabaxe, womit nach A. 51, (8) 

9 i 



Mr 



9 



g 



und hieraus der Horizontalschub 



(22) 



H 



If-kg 



Alle äusseren Kräfte sind damit bestimmt. Wenn f negativ wird 
(Fig. 49), entsteht ein negatives oder drückendes H. Man kann 
jedoch auch nach oben liegende y, f, k und drückende H als positiv 
ansehen, womit die Gleichung 22 ungeändert bleibt. Wir ziehen vor, 
hier consequent zu sein. Da infolge des Mittelgelenks eine Un- 
Stetigkeit von A9 bei x ^^ g eintreten kann, so sei der Sprung- 
werth 



limlA^j 



d. 



Wir haben dann nach (1) 
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für x<g, 



(23) 



für x>g, 



X 

Ay = A^o + / Vds, 



X 

A9 = Ag>Q + / ^^^ 4" ^ 



und weil für a; = 0, Aa; = Ay = werden. 



(24) 



X X 

Aa; B= — - / A9 dy -\- I Udx, 


X X 

Ay == I A(pdx -\- I Udfj, 






Fig. 49. 



worin die Ausdrücke von Afp vor und nach g yerschieden sind. 
Werthe von A^^ und ci folgen aus 



Die 



(25) 



Ai = = — fAipdy + Cüdx, 



i i 

Afc= «=» fAffdx + /Vrfy. 





Setzen wir einen symmetrischen Parabel bogen (fc = 0, 5^ = v) 

mit Scheitelgelenk und constantem E&coHq)^c voraus, so er- 
geben sich mit 



(26) Ä = \^P (l - a), 





-^"=27 



^Pa +^P (1 - a) 

_ 9 



nach Aufgabe 55 mit n =• @ : F für x<.g 
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(27) 



Ag> = A9)o — «:; 



8c 



X 

^Ä« — 1^ ^«» (3 J — 2x) -^P {x — af 



Aa;=ar« — yA^o+j^ 



Ax^ (21 — 3x) 



— ^y ff«» (5P — lOlx + 4«>) 



X 

■^P{x — o)« (2Z -3x—a) 



+ -Hx, 



Ay = et y -{• X £i^o — 



6c 



2/- 



ilar» — yiffar'(2«-a:) 



-^P (X - af 



+ -:- Sy. 



Für a; > (/ sind den Ausdrücken rechts der Reihe nach — w, 
— © (y — f), -}- fo (x •— g) beizufügen. Die Gleichungen liefern 
dann zufolge (25) 

i 

*» = 3cl*^^« (^ - «) (^* + '« - «*) 



(28) 



<(¥+f) + 



AI- «rl 



^^o = ei^2^Paa-a)3-5l(/-A)-^l^ 



2/- 



worin bei vollständig festen Stützpunkten Ak, AZ verschvrinden. 
Die Glieder mit dem Factor n stellen den Einfluss von Nx dar. 

e) Bogen mit zwei Kampfergelenken allein. Fig. 50. Ursprung 
der Coordinaten in einem der Gelenke^ Schnitte und l durch beide 
Gelenke, so dass 3f = Jkf' = werden, womit sich die Gleichungen 
in Aufgabe 51 wesentlich vereinfachen und nur der Horizontalschub H 
statisch unbestimmt bleibt. Da wir für a; = 0, Ax = Ay = 
haben, so entstehen aus (1) für beliebige Axform und beliebige 
Querschnitte 



(29) 



A9 = Ag>o+ l^rf«, 



X X 

\x => — I Aq>dy + / Udx, 

X X 

Ay = / tkfpdx + / Udy. 
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Die Werth von A(p^ und H sind bestimmt durch 



(30) 



AJfc 



»-/• 



— / A(pdx + I Udy, 



f 



t^l = Q^ r^ipäy + Cudx. 



Setzen wir einen symmetrischen Parabelbogen mit constantem 
ES cos ^ sa c voraus, so folgen aus Aufgabe 55 mit dem durch (26) 




Fig. 50. 

bestimmten Ä und n »s 9 : i^ die obigen Gleichungen (27), worin 
jedoch, wie die letzte dieser Gleichungen far x ^=^1 liefert, 

* 

(31) A9,o = ^* - (l-H + ^^^Pail - a)(2l-a). 







Die Gleichung für Ao; ergibt mit x ^=^1 bei Vemachlässigang des 
Einflusses von Nx (des Gliedes mit n) den Horizontalschub 

(32) H=^^Pa(l-a)(P-\-la-a*)-{atl-AT)^,- 



Es ist hiemach der Einfluss der Belastung allein 

(33) H = 8?F^^« (^ - «) ^^* + ^« - "')' 



der Einfluss einer Temperaturanderung r allein 
(34) 



TT IßC 



und der Einfluss eines Ausweichens der Widerlager allein 
(35) 



-^ " W ^^' 



Aus (33) lässt sich, wie zu A. 53, (30) gezeigt, eine zuerst von 
Fränkd gegebene Näherungsformel ableiten. 
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f) Bogen ohne Gelenke. Fig. 51. Ursprung der Goordinaten im 
Schwerpunkte des einen Einspannungsquerschnitts, Schnitte und l 
beide Einspannungsquerschnitte. Es sind M, M\ H statisch un- 
bestimmt. Für beliebige Axform und beliebige Querschnitte hat 
man nach (1) 



(36) 



l 



X 


X X 

Ax = — I Lfpdy + / Udx, 



X X 

I A(pdx + / üdy, 



Ay 



worin fQr yollständig feste Stützen A^q = zu setzen ist. Die Werthe 
Mj M'j H sind bestimmt durch die Gleichungen 

i 



(37) 





t i 

M = = — JLip dy + Cudx, 



l l 

AA; = = rA(pdx + fudy. 



Sollen Bewegungen der Stützen in Betracht kommen^ dann hat 
man die entsprechenden Werthe von A^)/^ AI, Ah anstatt ein- 
zuführen. 





Fig. 51. 



Setzen wir wieder einen symmetrischen Parabelbogen von con- 
stantem E@ cos q>'=c voraus, so liefert Aufgabe 55 mit n = &:F 
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(38) 



A9>=A9o— 



2c 



2MX'\-Äx^-^Ha^(ßl—2x)-^P(x—ay 





f 
Are =«r rc — y A^o + 3^ 



2Mx''(ßl-'4x) + Ax'(2l'-3x) 



— ^,Hx^(5P - lOlx + 4x^) 



5r 

X 



— ^Pix - af {21 — 3a: — a) 





-\--Hx, 



Ay=-ary4-a;A9)o — XT 



6c 



3 Jtf«* + ^a;» - ^ Fz» (2i - ä) 






+ ^Hy, 



woraus zufolge (37) bei Vernachlässigung des Einflusses von Nx 
mit Ä nach (14) resultiren 

i 



(39) 







2AÄ; . 5AZ 



l 



, 5AZ öarA 3c 

"» "27" 2/7 T' 

i 

^'^ 1^2'^«* - a) (3 i - 5a) 



, /x OA I 2AÄ: , öAZ öarA 3c 

+ (A9>o - 3 A9, + -p + ^ - ^ -j- . 

Für vollständig feste Stützen sind Afp^ = A(pi =^ AI = Ak «= zu 
setzen. Die Gleichungen (39) liefern als Einfluss der Belastung allein 

i 



(40) 



^ = 2P 2^« (^ - «)* (5« - 20, 



l 

■^'= -27'-2'^«* (i - o) (3i - 5a), 



als Einfluss einer Temperaturänderung r allein 

45c ocT 



(41) 



Jlf=Jlf = 2^ 



fl^r. 
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Der Einfloss eines Ausweichens der Stützen ist allgemein 

H= {Atp„ - A(p, + ^-0) ^, 

(42) M = (3A<Po _ A<p. -'-^ + '-0) 'i, 

und wenn nur eine Aenderung der Spannweite l, keine Neigung und 
Senkung der Stützen eingetreten ist, 

Irr i^cAj 
TUT TUT' lÖcAZ 2 rr^ 

Beispiel. Für die stabförmigen eisernen Bogen mit Kämpfer- 
gelenken der älteren Coblenzer Rbeinbrücke ist bei einer Pfeilhöhe 

von /'= — — = — 8,91614 m der Mittelwerth von E® cos 9 für 

Meter und Tonnen als Einheiten c = 20 000 000 • 0,36497. Es soll 
der von einer Temperaturänderung r = 30® herrührende Horizontal- 
schub H nach den Formeln für symmetrische Parabelbogen be- 
rechnet werden. 

Die Gleichung (34) liefert mit a = 0,000012 unmittelbar 

H= — 61,98 tn, 

sodass eine Temperaturerhöhung von 30® eine Vergrösserung des 
Horizontaldrucks auf die Widerlager um 61,98 tn bewirkt. Eine Tem- 
peraturerniedrigung von 30® würde mit r = — 30® den Druck um 
ebenso viel vermindern. 

Hätten die Bogen keine Gelenke, so würden aus (41) für die 
angenommene Temperaturerhöhung folgen 

H= — 371,9 tn, M = Jf' = 2210 mtn. 

Der Horizontalschub wäre also in diesem Falle gerade sechsmal so 
gross wie bei Anwendung von. Kämpf ergelenken, was nach (34) (41) 
allgemein zutrifft. 

Wollten wir den Einfluss von Nx auf die Formänderungen be- 
rücksichtigen, dann würde an Stelle von (32) zu treten haben 

(44) I ^ = (sr +-W2'^« (^ -a)(P + la- ««) 

wonach der Einfluss der Temperaturänderung allein 

(45) H^-^p_^^, 
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und für den vorliegenden Fall mit 2,2084 

H= — 58,91 tn. 

Eine genauere Berücksichtigung des Einflusses von N^ beim 
parabolischen Bogen mit Eämpfergelenken liefert in Aufgabe 85 
oder 88 als Einfluss der Temperaturänderung allein 

Ibcax 



(46) 



H 



8/**+ lön 






und in unserm Falle mit 9>o = — 19° 58 '59" = — 0,34877 

H = — 59,03 tn. 
Da nach Aufgabe 55, (7) für tg ^>q = q)Q 

4/- 

wäre, so müssen die Resultate der Formeln (45), (46) um so besser 
übereinstimmen, je flacher der Bogen ist. 



Aufgabe 55. Biegung gerader und parabolischer Stäbe. Nach § 47. 

Es sollen die Integrale in den Formeln (1) der vorigen Auf- 
gabe ausgeführt werden: a) für den geraden Stab von constantem 
Querschnitt, b) für den parabolischen Stab von verticaler Parabel- 
axe und constantem ES cos ip. 

Wir denken uns den Ursprung der Coordinaten in den Schwer- 
punkt des einen Endquerschnitts gelegt, womit für x=0, Ax=^y=0 
und nach A. 54, (1), (2) für stetige A(p, Ax, Ay 



(1) 



X 



Ax = arx — J/Ay, 



+J ^yj -£k 



X 



XX X 

c r^x Ax 

Ay = axy + xAtp^ — I dx I j^^ ^^ + f Yf ^^y- 







Wenn infolge you Zwischengelenken an beliebigen Stellen o; = fi, 
y^^v ünstetigkeiten 

Aqp) s= G) 

10 



Wbtsavcb, Aufgaben cor Theorie elast. Körper. 



\ 
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von Afp eintreten^ dann sind den rechten Seiten vorstehender Glei- 
chung der Reihe nach beizufügen 

(2) -^a>, _^o(y_t,), ^^a>(x-u). 



Nach Aufgabe 51 haben wir 



(3) 



M, 



= M + Äx — Hy — ^P{x — a), 



JNx =' l A — ^ P j sin 9 + ^ cos (p 



worin die Summengrenzeu als Abscissen angesehen werden sollen. 

Die letzten Integrale in den Gleichungen für Ax, Ay pflegt 
man in der Ingenieurmechanik zu vemachlässigen. Dies ist ge- 
stattet, wenn es sich um die Berechnung der Grossen H, M, M' 
handelt, auf welche Nx nur geringen Einfluss ausübt. Für die 
Formänderungen jedoch darf der Beitrag von Nx nicht ohne Wei- 
teres gestrichen werden. 

Gerade Stabe von constantem Querschnitt. Fig. 52. Für ge- 
rade Stäbe hat man 



(4) y = -r^; ds '^ j dXy sin 9 = 



s 



l 

C08 9) = y, 



worin Je positiv (Fig. 52) oder negativ sein kann und s die Stab- 
länge zwischen und l bedeutet. Es folgen damit bei constan- 
tem E0 



(5) 



X X 



8 

iEBl 



2Mx + Ax^ — j Hsc^ 



X X 



8 



X X 

/Cm, s 

'^y KB '^' = CW? 



3 M.3^ + .iar» - y Ha? 



3 Ma? + ^ar» - -j Hx^ 







-^P(x-ay 
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Qod weil Dach (3), (4) 






-2' + T 





H 



bei constantem EF 




Fig. 62. 



(6) 



) 



EF 


dx 




k 
EFs 


X 








EF 


dy 


= 


k* 

EFls 



Ax + ^Hx —^P(x - a) 



Ax + ^. Hx —^P{x — a) 



Mit (5); (6) gelten nun die Gleichungen (1). 

Parabolische Stabe von constantem E0 cos 9. Fig 53. Für den 
Fall verticaler Parabelaxe bei x '^^ g, y = f hat man 



(7) y=^x{2g-x), 






worin f positiv (Fig. 33) oder negativ sein kann, aber ge wohnlich 
negativ ist. Mit (7) und 

(8) c = i;® cos 9 = £© 1^ 

folgen zur Verwendung in (1) 



(9) 



/^ 



X 



3 

kß 



EF ^^~ c / ^' 2c 



Mxdx 



2Mx + Ax*--^-,Hx\Sg — x) 











X X 







-2JP{x-ay 



10* 
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Die genaue Berücksichtigung des Einflusses von Nx führt zu wenig 
eleganten und praktisch unbrauchbaren Formebi. Wir berücksich- 
tigen deshalb Nx näherungsweisC; indem wir in (1) 

COS q> 

setzen ; wie es für Ketten immer 
und für parabolische Bogen bei 
gleichmässiger Belastung der gan- 
zen Spannweite l genau gilt (also 
annähernd bei jeder Totalbelastung, 
für welche auch die Formänderungen 
Führt man dann ein 




Fig. 53. 

besonders interessiren). 
(10) 



n = 



G 



F EFcOBq>^ 



wobei n entweder wirklich eine Constante ist (wenn = -r- ge- 
setzt wird und h die constante Entfernung der Gurtungsschwer- 
punkte bedeutet) oder als Mittelwerth aufgefasst wird; dann hat 
man in (1) 

X X 

j^j^, dx =-^ I Nx cos (pdx = Y ^^9 



(11) 



X X 

/V^ n /^ n 



Wenn auch Stäbe mit vollständig constantem E® cos (p nicht 
wohl vorkommen, so ist doch die Annahme eines constanten Mittel- 
werthes c für diesen Ausdruck mitunter noch genauer wie die 
Annahme eines constanten E& {Weyraudi, Theorie der elastischen 
Bogenträger^ München 1879). Ob man kreisbogenformige Axe mit 
constantem E@ oder parabolische Axe mit constantem ES cos fp 
annimmt, hat bei den üblichen flachen Brückenbogen nur geringen 
Einfluss auf H, M, M'. Die Integralwerthe in (1) für kreisför- 
mige Axe geben die am Schlüsse von Aufgabe 50 citirten Schriften; 
bezüglich des Vorgehens bei beliebiger Axform und beliebig ver- 
änderlichem E& siehe den Aufsatz des Verfassers: Ueber die Be- 
rechnung der Dourobrücke, Zeitschr. f. Baukunde 1880. 
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Aufgabe 56. Navier'sche Biegnngsformel bei Temperatnr- 

ändenmgen. Nach § 47. 

Die in Aufgabe 43 verlangte Beziehung zwischen der Krüm- 
mung der Axe eines anfanglich geraden Stabes und dem Momente 
der erzeugenden Kräfte unter Zulassung einer resultirenden Normal- 
kraft Nx und Temperaturänderungen t ==^ x, -{- tv im Querschnitte 
X bei con^anten tg, t abzuleiten. 

m 

Wir gehen von den allgemeinen Gleichungen (6) — (8) der 
Aufgabe 50 aus. Sie liefern fOr anfönglich gerade Stäbe mit r=cx>y 
W= 6 bei beliebigen Temperaturänderungen 



(1) 






~d8~ 



(2) fi=J + v-^ + - 



Ea r Ea C 

-^ I xdF+-^ I vxdF— Eax, 



und für r = r , + tv, wegen 

fdF=F, JvdF=0, Jv^dF=@, 



die einfacheren Formeln 



(3) 







EB 



(4) ,, = _^^ + ^_^ + £«^, 

r« stellt die Temperaturänderung in der Axschicht und t die Dif- 
ferenz zwischen den Temperaturänderungen bei v = 1 und dar. 
Wählt man die a;-Axe parallel der anfänglichen Stabaxe, so 
folgen bei ungeänderter Gleichung (4) mit ds <=» dx 

(5) dAs =^ axsdx -jr -j^dXy 

und für kleine Deformationen ^ wenn die Aenderung von dx gegen 
diesen Werth vernachlässigt wird und y die schliessliche Ordinate der 

elastischen Linie bedeutet, mit A^) = 9 = ^ 
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d(p d^y M^ 1 

Für ^ = entsteht hieraus die gewohnliche ^avier'sche Formel. Das 
Hinzukommen einer Normalkraffc N^ und gleich massiger Temperatur- 
änderungen im Querschnitt x hat also keinen Einfluss auf den Aus- 
druck dieser Formel. 

Die Gleichung (6) wurde aus praktischer Veranlassung vom 
Verfasser abgeleitet. Man hatte bei Drehbrücken, deren Trager 
gerade Stäbe über drei Stützen nach Art der in Aufgabe 47, 48 
betrachteten bilden, die Trägerenden mitunter bei starker Sonnen- 
hitze so fest aufsitzend gefunden, dass eine Drehung erst vorge- 
nommen werden konnte, nachdem der (directer Einwirkung der 
Sonne ausgesetzte) obere Theil der Träger längere Zeit mit einer 
Holzhülle (schlechter Wärmeleiter) bedeckt war. Auf Grund obiger 
Formel lässt sich diesen und ähnlichen Einflüssen in allgemeiner 
Weise Rechnung tragen (Aufgabe 57). 

Aufgabe 57. Temperatureinflüsse bei contiiiiiirlicheii Balken. 

Nach § 47. 

Auf irgend eine Art sei eine Temperaturdifferenz T = To — T^ 
zwischen den obern und untern Fasern eines continuirlichen Bal- 
kens entstanden, dessen Temperatur im spannungslosen Zustande 
überall die gleiche war. Es sollen die Gleichung der elastischen 
Linie, die Stützenmomente und Stützenreactionen, die Schnitt- 
momente und verticalen Schiiittkräfte für beliebige Belastung mit 
Bücksicht auf jenen Einfluss abgeleitet werden. 

Nehmen wir an, dass sich die Temperatur von oben nach unten 
gleichmässig ändert, so gilt die in der vorigen Aufgabe erhaltene 
Gleichung 

f 2/ ^x __ , 

dx" K& "^' 

worin, wenn h die Stabhöhe bedeutet, 
SO dass wir haben 



dx^ h Ee 



Diese Gleichung lässt sich auch direct ableiten. Durch eine Tem- 
peraturdifferenz T bei X entsteht daselbst eine Krümmung nach 
oben, für deren Radius q man hat 
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aTds :h = ds: Q, q = - *-,, 

für welche allein also würde 

Q dx* h 

Ohne Rücksicht auf TemperaturdifFerenzen ergab Auf- 
gabe 43 

^^ X 

dx^ ES ' 

80 dass beim Zusammenwirken von Spannungen und 
Temperaturdifferenzen Gleichung (1) entsteht. Im Wei- ^ 
teren gehen wir ganz wie in den Aufgaben 45, 47 vor 
und können uns deshalb kurz fassen. Auch die Be- 
zeichnungen sind die dort gegebenen. 

Ist T für eine ganze Oeffiiung l constant, so folgt 
aus (1) durch Integration die Tangente des Neigungs- 
winkels der elastischen Linie bei x 



aTds 






ii 
ti 



Fig. 54. 



C^) 



dy 
dx 



= ß + 



aT 



X 



J Ke 



dx, 



und hieraus die Gleichung der elastischen Linie 



(3) 



y = c+/3a; + 



*2Ä 



X' 



-ß'ß' 



•gdx. 





Denkt man sich wieder während der Berechnung der Formänderungen 
ES constant gesetzt^ dann entstehen mit den in Aufgabe 45 berech- 
neten Integralwerthen 



W 



dx P^ Ik 2E0 



2Mx 



+ Ax'^yjP(x-ay 



y = c+/3x + 



aT 
2h 



X' 



1 

6Ee 



3Mx^ + Ax^—y^F(x- af 



Werden diese Gleichungen für x=^l angeschrieben, so folgen, wie 
in Aufgabe 45, die Neigungswinkeltangenten der elastischen Linie 
bei und { 

M'l+2Ml-\-\'^Pa{l—a){2l—a) 



(5) 






^ C — C . alT 1 



I 



EG 



Ml 



'\'2M'l + \^Pa{l - a){l + a) 
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Die Formeln (4), (5) lassen sich selbstverständlich auch auf die in 
Aufgabe 46 betrachteten Stäbe anwenden. 

Ueber der Stütze r eines continuirlichen Balkens kann man die 
Tangente des Neigungswinkels der elastischen Linie sowohl als /)' 
der vorhergehenden^ wie als /3 der folgenden Oeffhung ausdrücken. 
Thut man dies nach (5) und setzt dann /3^_i = /3r, so folgen zur 
Berechnung sämmtlicher Stützenmomente 



(6) 



r-1 r—Y 



-l^^^Pa{l^a){2l-a) + 6E@{^r_^ + '^^ 



-SEe^'-^ilr^Y+lr), 



(7) 



2M,l, + M^==-I^^Pa{l-a)(2l^a) + 6E@(^ßo - ^'^) 



+ 3J5;6>"f 



Mnln+2Mn^iln = ^ f ^i"« Q -«)(« + «) + 6J5®(^ -'^ - /»n+l) 



Die beiden letzten Gleichungen kommen nur bei Stäben mit einge- 
spannten Enden in Betracht. Mit den so bestimmten Stützenmomen- 
ten gelten für beliebige Oefl&iungen die in Aufgabe 44 gegebenen 
Beziehungen. Die Stützenreactionen sind 

Bezeichnen wir die Beiträge der angenommenen Temperatur- 
differenz zu Mr, Try Mxj Vx durch AMr, ATr, AMxj AVxj so er- 
geben sich mit Rücksicht auf die Formeln der Aufgabe 44 

Ir-tAMr^i + 2(lr^i + Ir) AMr + «r AM^+i = 3E&aT-'^^P^ , 



(9) 



^Ur = , 1 j 

V— 1 V 

AMx = ^^- A Jfer -f y AM, 

. -rr Auf' — AM j. j 

AVx = ^ = AA. 



Specieller Fall. Fig. 55. Der Balken habe bei frei drehbaren 
Enden nur zwei Oefl&iungen. Dann sind Mq = Jlfg = und wir 
erhalten aus (9) für Moment und Reaction der Mittelstütze 

(10) AM, = 3 £® ^{- , AR, '^A AM, , 
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fär die Beactionen der Endstützen 

(11) AB„ = ^,^S AB, = ^-^', 

•o *1 

für Moment und Verticalkraft im Querschnitt x der OefFnung Iq 

(12) AM.^f AM, An = ^, 

'o *0 

und für dieselben Grössen in der Oeffhung l^ 

(13) AJf, = ^^AJtfi, AF, ^^. 

Ä 






"^ ^ 



i. 



o 



t. 



Fig. 55. 



Rt. 



Es nehmen also, wie es auch die Erfahrung an Drehbrücken ergab, 
bei positivem T die Reactionen der Endstützen zu, die der Mittel- 
stütze ab. 

Für zwei gleichlange Oefihungen Z^ = I^ = i folgen aus (10) (11) 

welche Formeln auf anderm Wege Steiner erhalten hat, der den 
Temperatureinfluss auf continuirliche Träger zuerst rechnerisch nach- 
wies (Wochenschr. d. östr. Ing.- u. Arch.- Vereins 1877). Die vor- 
stehende allgemeine Behandlung gab der Verfasser Zeitschr. f. Bau- 
knnde 1879, 

Aufgabe 58. Elastische Linie längs nnd qner beanspruchter Stäbe. 

Nach § 47. 

Ein Stab mit anfanglich gerader Schwerpunktsaxe, durch welche 
eine Symmetrieebene geht, sei in letzterer durch zwei einander ent- 
gegengesetzte, nur wenig von einer Parallelen zur Stabaxe abwei- 
chende Kräfte Q und beliebige Activkräfte und Stützenreactionen 
senkrecht jenen Q ergriffen. Die Q (Absolutwerthe) können ziehend 
oder drückend wirken. Das Stabmaterial ist homogen und besitzt 
in allen Punkten Elasticitätsaxen parallel der Stabaxe. Gleich- 
massige Temperaturänderungen für je einen ganzen Querschnitt 
sind zugelassen. Es soll die Gleichung der elastischen Linie auf- 
gestellt werden. 
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Das im ersten Absätze der Lösung von Aufgabe 51 Gesagte 
gilt auch hier. Wir legen die rc-Axe in die Wirkungsgerade der Q 
und setzen die Abweichungen der elastischen Linie gegen eine Paral- 
lele zur a:-Axe so klein voraus, dass (~j gegen 1 vernachlässigt 
werden kann^ womit nach Aufgabe 56 

Betrachten wir ein Stabstück zwischen zwei in der Richtung x um 
l entfernten Ebenen, zwischen welchen keine Stützpunkte liegen. 
Bei nur zwei Stützen kann die ganze Stablänge unter l verstanden 
sein. Ursprung der Coordinaten in einer der Grenzebenen, für a; = 
sind y und die Tangente des Neigungswinkels der elastischen Linie 
durch c und ß bezeichnet Nach den hier gültigen Gleichungen der 
Aufgabe 51 hat man 

(2) Jtf. = SR, - Hy, 
worin 

X 

(3) aR, = M+ Ax—^V{x — a) 



ist und 



die resultirende Flächenkraft senkrecht der o^Axe im Querschnitt x 
bedeutet. Die Gleichungen (1) (2) liefern 

... ^_y _^y ^^ 

^^^ fix* E® ES ' 

Als allgemeinste Lösung dieser linearen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung mit unabhängigem Gliede gibt die Variation der Con- 
stanten von Lagrange 

(6) y==ufU- /-^-A+WF- 





worin U, V Constante und le, v die beiden Particularlösungen der 
Differentialgleichung ohne unabhängiges Glied 

v*>' dx^ ES ^' 

Soweit gelten die Gleichungen auch bei veränderlichem E®. 

Gehen wir zu dem gewöhnlichen Falle eines constanten ES 
über. Dann sind mit 
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(8) 

Particularlösungen von (7) 



x-= - ^^ 



EG 



also 



u s= sin XX 



u 



V = cos xa:. 



dx 

V 



d tg xx 

dx 



cos* XX ' 



und aus (6) 



u dcoinx 

dx dx 



sin'* %x ' 



^.(.-.,/.„„...)..(„A/.......) 

Durch theilweise Integration mit Rücksicht auf (4) und das in Auf- 
gabe 2 gezeigte Integrationsverfahren folgen 



/ 



Wtx cos %x dx = Wlx ^^— 



-v/ 



Fe sin ocxdx 



cos xa 



m, Binxa: , .cosxo; cosxaJVT^T» VT^nCosi 



not, ei 



sin xjc die = — 2R, 



C08 XX j^ 1 / 1 



F, cos xa; da; 



an cosxo; , . siüKo; Bmxa; x^Ti i "ir^-rtsmua 

9Rx - — + ^— .- ,r-^ -P+^ -P -xi - 



Wir erhalten damit die Gleichung der elastischen Linie 



(9) y = U sin xa; + ^cos xx 



E0%^ 



xmx + y^Psinx(x—a) 





und die Tangente ihres Neigungswinkels bei x 
(10) ;^ = ?7xcosxa;— Fxsinxa;-^, 



dx 



EGn' 



Vx+y^Pcosx{x — a) 





Für X = liefern diese Gleichungen, wenn SR den Werth von 
3R, bei a; = bedeutet, 



F--^ 



9R 



Ee%*' 
Ä 



so dass unsere Constanten 
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(11) 



ß 



an 



" K + E9*' ' V — C + _gg^. 



und die Gleichungen (9) (10) auch wie folgt geschrieben werden 
können 



(12) 



y = — sm xa; + c cos xx — t^^t- ä 



xTtx — x2R cos XX 



— -4 sin xa; + ^P sin x(ic — a) 



(13) 



:t = p cos xa: — ex cos xa; — win~2 

dx ^ JB/(9x* 



Far + x9K sin xa; 



-4 cos XX + ^-P cos X (a; — a) 



Specielle Fälle, a) Die Kräfte Q wirken drückend. Dann hat 
man nach (8) wegen If «= — Q 



(14) 






womit alle übrigen Gleichungen gelten. 

b) Die Kräfte Q wirken ziehend. Dann wird mit If = § in 
(9)-(13) . 

(15) 
und da 



"^^^-ll/Ä^*"' 



sin inx = ~ (a** — e~"*), 

cos inx = Y (c"* + c^"*); 
so lässt sich (12) auch schreiben 



(16) 



2n 



2 



2£ens 



2n2R. 



J 

Ebenso lässt sich (13) umformen. 

c) Es unrken als äussere Kräfte nur die Q, Dann verschwinden 
P, Aj 2R, 9Rx und wir erhalten 



(17) 



y = - ' sm XX -j- c cos xa; 



die bekannte Grundformel der Euler -Navier' sehen Zerknickungs- 
theorie. Speciell für drückende Q ist x durch (14) bestimmt und 
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fQr ziehende Q können wir mit (15) oder nach (16) auch schreiben 

(18) y = /- (e-' - e---) + ^- (e»' + e-«'). 

d) Die Q verschwinden. Dann sind x = 0, 9Ji, «= Mx, SR = Jlf , 
während in (12) der Factor von ß und der durch x^ dividirte 
Elammerausdruck die unbestimmte Form : annehmen. Bilden 
wir demgemäss mit der Bezeichnung 

X 

^M — %M 008 %x — -4 flin XX + 27-P sin X (a: — ä) 

o_. = ?_(*) 

X* -^(x) 

das Verhältniss der ersten Derivirten nach x, so wird auch 

rqp'Cx)-] _ 

Ebenso ergibt sich das Verhältniss der zweiten Derivirten 

und wir erhalten erst durch das Verhältniss der dritten Derivirten 

Für den Factor von ß findet sich 

[sin %xl Fx cos nxl 
— 1 = 1 - r-J='/' 
Jx=0 L Jx=0 

sodass die Gleichung der elastischen Linie nach (12) jetzt lautet 



X 

(19) y^c+ßx^ ^ 



6Ee 



SMx^ + Ax^ — y^P(x — a)- 

u 



wie wir schon in Aufgabe (45) auf anderem Wege gefunden haben. 

Beispiel. Die Gleichung der elastischen Linie und den Aus- 
druck ihrer Neiguugswinkeltangente bei x für den Fall anzugeben^ 
dass die P zwischen und x eine gleichmässig vertheilte Last von 
q pro Längeneinheit bilden. 

Wir haben bei der Abscisse a die Last P= qda und damit, 
wie schon in Aufgabe 3 gefunden, 



während sich in ganz analoger Weise ergeben: 
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X 

^P s'mx(x — ö) = ^ / sin x(x — a) da = - (1 — cos xx) , 





X 



^jP cos X (:r — o) = Q / cos x(x — a) da ^=^ — sin xx. 

•/ 



Mit diesen Werthen gelten nun die Gleichungen (3) (4) und (12) (13). 
Eine der hier geführten Untersuchung entsprechende Behand- 
lung von Stäben mit sprungweise veränderlichem E& gab der Ver- 
fasser in Schlömilch's Zeitschr. f. Math. u. Phys. 1874^ wo auch die 
obigen Gleichungen mittelst der Methode des integrirenden Factors 
abgeleitet wurden. Einen weiteren Specialfall der obigen Formeln 
enthält Aufgabe 107. 

Aufgabe 59. Erfahrnngsformeln f&r Spannungen beliebiger 

isotroper Körper. Nach § 50. 

Anstatt wie für feste Körper in § 50 die Verschiebxingen von 
einem spannungslosen Zustande aus zu rechnen und Elasticitäts- 
modul und Elasticitätszahl durch 

X^=^Ex:,= — £Eyy=-sEz, für Ty = Z, = 0, t = 

zu definiren, seien jetzt für isotrope Körper E, £ durch 

(1) X^+P=Ex:, = '-8Eyy = -£Ee, für Yy=Z,=—P, r=0, 

und damit die Verschiebungen auf einen Zustand bezogen^ in welchem 
die Spannungen für alle einem Punkte anliegenden Flächenelemente 
gleich grosse Normalspannungen — P sind. Die Formeln für be- 
liebige Potentialspannungen abzuleiten. 

Die verlangten Formeln sind in § 49 bis auf den Werth von 
p gegeben. Um letzteren zu erhalten, gehen wir ganz wie in § 50 
bei isotropen festen Körpern vor. Für ein im anfänglichen Zu- 
stande von m (Xy ffy ss) aus abgegrenztes parallelopipedisches Körper- 
element der Kanten dx, dy, dz würden erzeugen specifische Längen- 
änderungen der Kanten 

in den Richtungen x y z 

P+X^ P+X^ P+X^ 
die P + X;e allem — ^, — , ^^-, ^j— , 

P+Z^ P+Z. P-\-Z, 

„ Temperaturänderung T allein aT «r «r. 
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Durch Addition erhalten wir mit 

(2) ö = X, + r, + z, 

die ganzen specifischen Längenänderungen der Kanten oder Normal- 
yerschiebungen der Richtungen x^ y, z 

« + 1 X^ f — 2 P ö 

fi + 1 y,, « — 2 p Q 
yy = —i~ E + -— E - .E + «^' 

s -\.i Z^ e - 2 P Ö 

^' = -T~ -^ + -~r- ~E -7e + «^• 

Nach § 49 hat man für beliebige Richtungen der rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen 

^*"° 2G ' yy~~ 2G ' ^'~ 2Ö 

Der Vergleich dieser Formeln mit den darüber stehenden Aus- 
drücken ergibt 
/Q\ an ^^ P f — 2 P Q . 

(4) p = f--',P--^ + 2ff«r. 

Wir fahren als Bezeichnung ein 

(5) J = 1±1 2G«, 
und erhalten 

(6) .-K-|(^+J— 7'--,), 
oder mit RQcksicht auf § 49, (9) 

(7) p^p+j^_2Gj^^- 

Die Formeln (3)— (7) stimmen für a = 4 (Aufgabe 73) genau 
überein mit den in § 57 auf theoretischem Wege für beliebige iso- 
trope Körper erhaltenen. Nach (3) (5) besteht bei der nun ge- 
wählten Definition von E, s für beliebige isotrope Körper dieselbe 
Beziehung zwischen dem Elasticitätsmodul E^ dem Gleitungscoeffi- 
cienten G und Temperaturcoefficienten J wie für isotrope feste 
Körper. Auch für letztere gilt vorstehende Ableitung dann, wenn 
die Verschiebungen von einem Anfangszustande aus gerechnet wer- 
den, welchem, etwa infolge eines gleichmässig auf die ganze Ober- 
fläche vertheilten Normaldrucks P, (beispielsweise des Atmosphären- 
drucks, Zug negativer Druck) innerhalb des Körpers überall Xx = Ty 
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= Z, = — P entspricht. Ein gleichmässig vertheilter Normaldruck 
auf die Oberfläche hat also bei isotropen Körpern keinen Einfluss 
auf die Beziehung zwischen E, G, J. 

Aufgabe 60. Redncirte Hauptspannungeii. Nach § 51. 

Eine Grenzbedingung der Spannungen isotroper fester Körper 
für den Fall abzuleiten, dass die von den Spannungen allein (nicht 
von den Temperaturänderungen) herrührenden Normalverschiebungen 
innerhalb bestimmter Grenzen o und — u bleiben sollen. 

Nach der Aufgabe soll bei jedem Punkte m {x, y, z) fiir alle 
Richtungen n sein 

(1) o>nn> — u, 

worin Oj u absolute Zahlen werthe bedeutet. Da nun aus § 49, (3) 
und § 50, (5) 

so können wir auch schreiben 

(2) Eo>Enn='-^^ (JV„ +i>) > - Eu, 

und ist hierin p ohne den Beitrag der Temperaturänderung einzusetzen. 
Enn bedeutet nach § 47 oder § 59 die axiale Kraft, welche für ein 
Prisma vom Querschnitt 1 und der Länge 1 die Längenänderung n» 
erzeugen würde, wenn keinerlei weitere Kräfte von Aussen ein- 
wirkten. Mit anderen Worten, eine in der Richtung n wirkende 
einfache Zugspannung oder Druckspannung Etin würde das gleiche 
'fin zur Folge haben, wie die wirklichen Spannungen beim Punkte m, 
es soll deshalb EUn die reducirte Normalspannung für das Flächen- 
element der Normalenrichtung n heissen. Ganz entsprechend be- 
deuten 

(3) Eo = 0, Eu = d 

die einfache Zugspannung und einfache Druckspannung, zwischen 
welchen bei zusammengesetzten Beanspruchungen die reducirte Nor- 
malspannung unserer Voraussetzung nach bleiben soll, man hat 

(4) z >_ Enn = ^^ (Nn +p)>- d, 

worin ßj d auf Grund von Erfahrungen gegeben zu sein pflegen 
und p von den Spannungen allein herrührt 

Mit Rücksicht auf § 50, (5) lässt sich die reducirte Normal- 
spannung allgemein ausdrücken 

(5) En, = ^-^N.- ^-±Ä±^ = SR. 
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Da die Hauptspannongen Nn^=^ A^ B, C und Hauptverschiebungen 
n^^=s a^h^ c den gleichen Richtungen n entsprechen (für Potential- 
Spannungen)^ so liefert (5) als redudrte Hauptspannungen 



(6) 



£6 -» B — ^^-^ = 8, 



und da die beiden Grenzwerthe der Normalverschiebungen bei m 
sich unter den Hauptverschiebungen befinden müssen, so verlangt 
die Bedingung (4) 

Auf die Voraussetzung unserer Aufgabe kommt man bei der 
Annahme, dass die Trennung zweier Körperpunkte m, n erfolgt, 
wenn die durch Spannungen bedingte Entfernung (l-|-en)mn über 
gewisse Grenzen oberhalb oder unterhalb der Entfernung mn (im 
spannungslosen Zustande) hinausgeht, sodass, wenn keine Trennung 
eintreten soll, 

> 1 + e« > u 

sein muss. Beim Erreichen von o ist €n positiv, beim Erreichen 
von u ist es negativ. Um vor Trennungen und bleibenden Form- 
änderungen sicher zu sein, greift man o, U noch innerhalb der für 
die Trennung massgebenden Grenzen. Mit 

— 1 = 0, c, = n«, u — 1 = — u 

entsteht aus der letzten Gleichung die Bedingung (1). 

Für praktische Zwecke wird vielfach auch der Schubspannung 
eine Grenzbedingung 

(8) max Tn^s 

auferlegt, worin max T« die grösste Schubspannung bei m bedeutet, 
Vielehe aus den Hauptschubspannungen (§ 17) zu entnehmen ist 

Die oben gegebene Grenzbedingung entspricht den Annahmen 
von Grashof (die Festigkeitslehre Berlin 1866) und Winkler (die 
Lehre von der Elasticität und Festigkeit, Prag 1867). Eine andere 
Auffassung siehe bei Mohr im Givilingenieur 1882. 

Aufgabe 61. Spannungen beliebiger KSrper. Dritte Ableitung. 

Nach § 54. 

Es sollen die Spannungen beliebiger Körper unter der Voraus- 
setzung abgeleitet werden, dass lediglich die mit Quadraten, Pro- 

WsTRAUCB, Aafgaben sur Theorie elast. Körper. 11 



— 162 — 

dacten und höheren Potenzen der Dehnungen multiplicirten Glieder 
vernachlässigt werden dürfen. 

Dieser Fall tritt beispielsweise ein, wenn bei m (o;, y« z) zwar 
die von jedem Coordinatensystem unabhängigen Dehnungen gegen 1 
verschwinden, aber die A|, Ari, Ag von gleicher Grössenordnung 
wie die Ax, Ay, Aj? sind. Es wird dann nicht e» = n« und wir 
haben in den nach wie vor gültigen Gleichungen (1) — (4) des § 54 

^+-f« - A« + AS - ^-|i „, 

^+1-' - A, + A, - ^±^ e.. 
" + '^5 - A» + A{ - ^1±#£ ... 



■ + «. - ■ — 1 + , 



n 



Durch Substitution dieser Werthe in § 54, (4) folgen bei Vernach- 
lässigung der Glieder mit en* die Gomponenten der Totalspannun^ 
Bn in den Richtungen x, y, 

Xn = {l+ X,) (X, - 5«) + X, (% - nn) + X, (3« - W 

+ X» + j-y^^y!^^^^^^, 

'» n 
Yn = y.(dCn - L) + (1 + yy) (?). " Vn) + ».(3- - tn) 

* n 

Zn = e. (Xn - 1,) 4- e, {% - 1,0 + (1 + e.) (3. - g.) 

+ 8» + j-^m^nil>e„£it, 



(1) 



« » 



worin f«, 5„, j„ durch § 54, (5) ausgedrückt sind. Nach Einführung 
der in § 54 gegebenen Werthe von A|, Arj, Ag entstehen: 

^ X, = (1 + X.) (X„ + J„ - in) + a:, (?)„ + t)n — Vn) 

+ a:, (3n + i» — 5«), 
r„ = y. (X. + j, - I,) + (1 + ,/,) (% + l), - 1^,) 

+ Vz (3» + ?« — S»)» 

Zn = 0. ßn + J» - in) + 0y {% + 9« " ^0 

+ (1 + ^.) (3« + i. - tn). 

Für die Dehnung e„ hat man nach § 25, (1) bei Vernachlässi- 
gung von Gliedern mit Quadraten der Dehnungen 



(2) 
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€n An* = ex Asc^ + ^y Ay* + e, Az^ 

+ qxyAxAy -j- qy,AyAz + g^^Ajef A:r. 

Diesen Ausdruck substituiren wir in § 54, (5), acceptiren die sym- 
bolische Bezeichnung § 54, (7) und erhalten für beliebige Körper 
mit stetigen Verschiebungen und stetigen oder unstetigen Spannun- 
gen zur Verwendung in (1) (2) die Werthe 

\n = Cx {Ax^n + ey (Aa? Ay*)« + e, {AxAjs^)n 

+ q^y (Aa;* Ay), + qy,{AxAyAz)n + qzx {AofAz)n, 

9, = e^ (Aa;* Ay)» + e^ (Ay«), + e, (Ay Az^)n 

+ äary (AojAy*), + gy, (Ay* Ajer)« + q,x{AxAyAz)n, 

j, = «ar (Air* Az)n + ey (Ay* A^)„ + e, (A £f*)„ 

+ jxy (Aa; Ay Az)n + ffy, (Ay AjEf*)« + q,x (Aa:*),. 



(3) 



Selbstverständlich sind auch in den Ausdrücken der q (§ 22) die 
Glieder mit Quadraten aus Producten der Dehnungen zu vernach- 
lässigen. 

In (1) (2) sind X„ %, 's» und 5,, i,,, &, durch § 52, (2) (3) 
bestimmt. Speciell für feste Körper hat man X„ »» D„ «= 3« "^ 0, 
wenn die Verschiebungen in üblicher Weise von einem spannungs- 
losen Zustande aus gerechnet werden. Für beliebige homogene 
Korper sind Klammersummen gleichen Ausdrucks bei allen Punkten 
9»» (a;, y, z) gleich gross. Vernachlässigt man die mit Quadraten und 
Producten der Verschiebungen multiplicirten Glieder, so fallen i^ny 
Q«, In in (2) aus, in (3) werden allgemein Sn =» n«, $n« = 9^ und 
damit gehen (2) (3) in § 54, (6) (8) über. 

Aufgabe 62. KSrper mit Elasticitätsaxen. Dritte Ableitung. 

Nach § 56. 

Es sollen aus den Gleichungen der vorigen Aufgabe solche für 
Korper mit Elasticitätsaxen abgeleitet werden. 

Wir gehen ganz wie in §§ 55, 56 vor. Existirt irgend eine 
Elasticitätsaxe bei m, so kann man sich die a;-Axe parallel der- 
selben gelegt deiiken, womit Summen der Form 

y-^w^W9)(An, i, Q Aa;«Ay*A^ 



» n 



für n '=^ X verschwinden, wenn h oder c eine ungerade ganze Zahl 

isi Es folgen dann aus A. 61, (2) für das Plächenelement der an- 

föoglichen Normalenrichtung x 

11* 
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(1) 



+ rCygxy(Afl? Ay^), + a;,g,» (Aa; A;8r% 
rx = y. p.-Sx+^(Aa;«)x + e,(Aa:Ay«).+6,(Aa:Air«),] 

+ (1 + yy) qxy {AxAy% + y,g,x(Aa:A£?*)x, 
-Z; = iEfx [X;, — Sx + ß* (Aar*), + Cy (Aa; Ay*)x + e, (Aa; AiS*), J 

+ 0y qj,y (Aa; Ay*), + (1 + ^*) g^x (Aa: Aä?*),. 

Wie selbstverständlich and übrigens aus diesen Gleichungen zu 
ersehen^ ist die Spannung imf /*« vor den Verschiebungen eine 
Normalspannung X^. 

Kommen zwei zu einander senkrechte Elasticitätsaxen bei m 
Yor^ so lege man die a;-Axe und y-Axe parallel denselben^ womit 
Summen obiger Form auch fQr n «= y verschwinden, wenn c oder 
a ungerade ist und nach A. 61, (2) neben (1) treten 

Xy = (1 + x^ q^y (Ay Aa;*)y 

+ ^y [?)y— 'Jy+ß* (^y ^^*)y+ «y (^!^)y+^' (^V ^^)y] 

+ XsqyM(AyA0^)y, 
Yy =yx?xy(AyAa;*)y 

+ (l+yy)[?)y--^y+^x(AyAa;«),+c,(Ay«),+e.(AyAA] 

-Zi, =jefxff;ry(AyAa:*)y 

+ ^y[?)y-^y+ßx(AyAa;^y+Cy(Ay\ + c,(AyA^«)y] 

+ (i + ^0(^y^Oy. 

Wenn schliesslich bei m drei zu einander rechtwinklige Elasti- 
citätsaxen vorkommen, dann lege man alle drei Coordinatenaxen 
parallel denselben, in welchem Falle obige Summenausdrücke noch 
für n = js bei ungeraden a oder 6 verschwinden und neben (1) (2) 
die folgenden Gleichungen gelten: 

^z = (1 + ^x) qzx (A^ Aa;*), + Xy qy, (A0 Ay% 

+ ^. [3.-e.+ex(A;^ Aa;^,+ey(A^ Ay*),+e,(A;?«),], 

Yz = Vx qnx (A;ef Aa:*), + (1 + y^) qyz (AsiAy*), 

.+ y. [B.-i.-he,(AzAx')„+ey{A0Af).+e.(Az%], 

Zz = Zx qzx (Ajer Aa;-), + Zy qy. (Ajer Ay*), 

+ (1 + ^0 [Q.-^ + e:,(AzAx'),+ey(AzAy').+e.{Az%]. 

Für Flächenelemente beliebiger anfänglicher Normalenrichtungen 



(2) 



(3) 
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bleiben in allen Fällen die Gleichangen der Aufgabe 61 bestehen. 
Für feste und beliebige homogene Körper gilt das am Schlüsse jener 
Aufgabe Gesagte. Bei Vernachlässigung von Gliedern mit Quadraten 
und Producten von Verschiebungen gehen (1) — (3) in die Gleichungen 
des § 56 über. 

Aufgabe 63. Beliebige isotrope KSrper. Dritte Ableitung. 

Nach § 58. 

Aus den Beziehungen der letzten Aufgabe die Spannungen be- 
liebiger isotroper Körper abzuleiten. 

Das zu Anfang des § 57 Gesagte bleibt bestehen. Ferner gelten 
die Gleichungen § 57, (1) und mit der in Aufgabe 61 acceptirten 
symbolischen Bezeichnung § 54, (7) auch die Ausdrücke § 58, (l)-~(3). 
Da demnach Hj K nur vom Anfangszustande und dem schliesslichen 
i abhängen, welch' letzterer Werth schon bei der Ableitung der 
Spannungen in § 58 beliebig gross sein durfte, so haben wir 
wie dort 

(1) K=3H. 

Diese Beziehung lässt sich übrigens auch hier in ganz analoger 
Weise wie in § 58 selbstständig beweisen. 
Setzen wir wie in § 32 

wonach x die Dilatation bei m (x, y, z) bedeutet, so folgen mit der 
abkürzenden Bezeichnung 

(3) p = F + Jr - Hx 

nach Aufgabe 62 die Spannungscomponenten in den Richtungen 
X, y, für das Flächenelement der anfänglichen Normalenrichtung x 

I X, = (1 + Xj.) {2He:c —p) + ^^yffxy + Hx.q.^c, 

(4) j r. = y. (2 He, ^p)+H{l + y,) q,, + Hy. 3,,, 

Z, = Z:, (2He^ -p) + Hzy q,, + H{1 + z,) g,„ 
für das Flächenelement der anfanglichen Normalenrichtung y 
Xy = H{\. + X:,) q^y + Xy {2 H Cy —p)^ H x» qy,, 

(5) Yy^IIy,q,y + {l + yy)i2Hey^p) + Hy.qy., 
Zy = Hz, q,y + Zy {2Hey —p) + H{l-^ z,) qy„ 

und für das Flächenelement der anfanglichen Normalenrichtung z 
X, = H{1 + x,) g„ + Hxy qy, + x^ {2He, —p), 

(6) ^ r, = Hy, q., + Hil+ yy) qy. + y, {2 He. - p), 
Z, = Hz, q„ + Hzy qy, + (1 + ^0 (2 J?e, - jp). 
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Durch Substitution dieser Ausdrücke in § 36, (2) ergeben sich mit 
Bücksicht auf § 25, (3) die Componenten der Totalspannung 12» des 
Flächenelements der anfänglichen Normalenrichtung n in den Rich- 
tungen X, iff SS 

Xn= 11^(1 + Xa:) qnx + XyQnj, + iC,g,,l — |) [^COS (flx) + a?,j, 

(7){ Yn =« B^y:,qnx + (1 + yv)Qny + y*?»a] — p [cos (wy) + y„], 

Zn =B^e^qnx + ISyQny + (1 + ^*)?»*] — P [cOS (fiz) + 0, j . 

Wir multipliciren dieselben bezw. mit cos (sx), cos (sy), cos (5j?) 
und erhalten bei Beachtung von § 4, (8) und § 25, (4) die Com- 
ponente von 22» in beliebiger Richtung s 

(8) 5« = if (g„ + s^Qnx + Sy qny + s, qn,) — p [ cos (ns) + s„ J . 

Diese Gleichung enthält (4)— (7) als specielle Fälle und liefert bei- 
spielsweise für die Componente in der anfänglichen Normalenrich- 
tung n wegen g»„ = 2e„ + e»* = 2^» 

(9) iV» = H(2en + n,gn» + n^qny + w^g»,) — i? (1 -f n,). 
Aus (4)— (7) folgt nach 

1 +S(ßxyqxy+g9»qy, + 9,xq,xl 

Vernachlässigt man die mit Quadraten und Producten von Ver- 
schiebungen multiplicirten Glieder, so wird aus (8) mit (3) und g». = 9n. 
allgemein 

Sn = Hgn, — (P + Jr) Sn —p cos (ns) 
und das ist die Grundgleichung des § 58, alle unsere Formeln gehen 
dann ebenfalls in die dort gegebenen über. 

Aufgabe 64. Spannungen durch coneentrische Verrftckangen. 

Nach § 58. 

Es sollen die Spannungen abgeleitet werden, welche in isotropen 
Korpern durch coneentrische Verrückungen der in Aufgabe 23 an- 
genommenen Art entstehen. 

Verrückungen der fraglichen Art sind nach Aufgabe 79 in 
isotropen Körpern* nur möglich, wenn die Total verrückung q von 
der Form 

(1) 9 = ar+ ^ 

ist. Da wir es im yorliegenden Falle mit Potentialverschiebungen 
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zu thun haben, welchen sowohl nach den Erfahrungsformeln wie 
nach beiden theoretischen Ableitungen f&r isotrope Körper auch 
Potentialspannungen entsprechen, so kann von den in § 49 zuletzt 
gegebenen Gleichungen ausgegangen werden. Nach § 49, (13) ist 
für ein Flachenelement der anfanglichen Normalenrichtung n die 
Componente der Totalspannung En in beliebiger Richtung s 

(2) { ^ [x cos (nx) + y cos (ny) + cos (n^)] 

• [x cos (sx) + y cos ($y) + ^ cos (80)] , 
woraus die Normalspannung mit s = n 

( 5- I ^ cos (nx) + y cos (ny) + ^ cos (wjsf)J , 

während mit s = x, y, ß folgen 

Z, — ,2G (a + -p- — ^) cos {nx) 

H j— [a; cos {nx) + y cos (ny) + ^ cos (w^r)! , 

r. = 2G(o+-^-/^)co8(ny) 

H 6— \x cos (wa?) + y cos {ny) + ^ cos {nz)\ , 

Z, = 2(? (a + -^ - /^-) cos {nz) 

-j p-- [a; cos {nx) + y cos {ny) + ^ cos (n^)J . 

Diese Gleichungen liefern weiter 



(4) 



(5) 



X. = - 6G6 



xy 



■» > 






yz 



r, = -6G6^, 



Z^=-6G6 



£0; 



wie wir auch aus (2) (3) oder § 49, (17) (18) entnehmen konnten. 
Speciell für n = r ergeben sich wegen 

X cos {nx) + y cos {ny) + z cos {nz) = a; — f-y ^ + ^-"=*' 

aus (2) (3) die Spannimgscomponente in beliebiger Richtung s und 
die Normalspannung 



j 
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^ [x cos (sx) + y cos (sy) + ^ cos {s0)j , 

(7) iV.--2G(a-|^)-l,, 

und die Componente in jeder Richtung s _L r 

Alle Elemente einer um das Yerrückungscentrum gelegten Kugel- 
fläche werden nur durch constante Normalspannungen afficirt, welche 
aber im Allgemeinen je nach dem Kugelradius r verschieden sind. 

Da unsere Gleichungen für r «» bei endlichem b unendlich 
grosse Spannungen liefern; so kann b nur dann von Null verschieden 
sein, wenn das Yerrückungscentrum ausserhalb des Korpers liegt. 
Aber auch in diesem Falle muss nach (S) b = sein, wenn bei be- 
liebiger Körperform die Oberfläche nur von überall gleichen Normal- 
spannungen afflcirt wird. Der Werth von p ist stets durch §§ 49, 
57 oder 58 bestimmt. 

Speoieller Fall. Es sei 6 = 0. Dann folgen aus (2) (3) für 
Flächenelemente beliebiger anfanglicher Normalenrichtungen n 

Sn = {2Ga — p) cos (ns), 
Nn^2Ga-p, 
für 5 _L w, Sn = 0. 

Alle Flächenelemente im Innern und an der Oberfläche des Korpers 
werden nur durch gleich grosse Normal Spannungen afflcirt. Beispiels- 
weise haben wir auch 

X.y ^= Jig = ^x ^^ ^» 

Aufgabe 65. Compression einer Hohlkagel and Vollkngel. 

Nach § 58. 

Es sollen die Spannungen; Verschiebungen und Yerrückungen 
angegeben werden; welche bei einer isotropen Hohlkugel der an- 
fänglichen Radien r«, r« beliebten; innen und aussen gleichmässig 
vertheilten Normaldrücken von tf,-; 6a pro qm (für Zug 6i^ 6a nega- 
tiv) im Gleichgewichtszustande entsprechen. 

Genügt eine Lösung den Bedingungen des Gleichgewichts; so 
schliessen wir nach § 73; dass es die richtige ist. Im vorliegenden 
Falle trifiTt dies ^ nach Aufgabe 79 zu, wenn concentrische Yer- 
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rückungen nach dem Eugelcentrnm angenommen werden, für 
welche wir in Aufgabe 23 die Verschiebungen und in Aufgabe 64 
die Spannungen bestimmt haben, wobei sich zeigte, dass die Ele- 
mente jeder bestimmten Kugelfläche um nur constante Normal- 
spannungen erleiden. Es erübrigt also nur noch, die Constanten 
a, b der dortigen Gleichungen zu bestimmen. Da nach A. 64, (7) 
sein muss 

„ r = ra -<^a=2G(a — ^,)— jp, 

so folgen zunächst 



a a t % 



Nach § 50 hat man für isotrope feste Körper 

and dieselbe Gleichung gilt nach § 57 mit e «» 4 oder nach Auf- 
gabe 59 für beliebige isotrop« Korper, wenn es sich wie hier nur 
um diejenigen Spannungen und Verdickungen handelt^ welche durch 
6if 6a bedingt sind. Weil femer nach A. 23, (21) für unseren Fall 
o » 3a ist, so liefert (2) 

(3) a - 3 =« « r - -^-^py ---^_,__^ ^a\t — -j _^— --^-^ , 

womit auch die ganze Volumenänderung 

(4) cdF— 4aÄ(ra»-r,») 

bestimmt ist. Da die Aenderung eines beliebigen r sich ausarückt 

(5) ? = «^+7r, 

so folgen mit (1) (3) die Aenderung des inneren Radius 

und die Aenderung des äusseren Radius 

(7) fa - «r r. - 3 g ^^?_ ^^.^ [f ^ {<fa ra' - tf, r,») - ^^^ r,»] . 
Specielle Fälle. Ist «t « 0, so folgen ans (3) (1) mit tf« — tf 
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(8) 



und aus (6) (7) 



(9) 



e — 1 3« 



a = at 



B + l ^G r/ - r. 



3 9 



6 = 



r 'r ' 

a t 



o » 



e — 1 3« 



/ = arr, — 



p„ = arra — 



€ — 1 3ff 






r«. 



In ähnlicher Weise vereinfachen sich die Formeln im Falle 6a = 0. 
Für 6i =i 6a = a werden 



(10) 



a =^ at — 



(11) 



atTi — 



9a=€Ctra 



fi + 1 2Ö 

€ — 2 <F 



0, 



c — 2 <y / ff\ 



e + 1 2(? 

wir haben einen der in Aufgabe 66 betrachteten Fälle ; wobei den 
dortigen Gleichungen (9) 

<P (y; ^) = X {^> x) = tlf (x, y) = 
entspricht. 

Hat man es schliesslich mit einer YoUkugel zu than^ so sind 
wegen r,- <=» die Constanten a, b durch (10) bestimmt; während 
auch schon deshalb der zuletzt betrachtete Specialfall als eingetreten 
gelten kann, weil mit 6 = nach A. 64, (7) tf,- =* 6a = ^ ist. Die 
erste Gleichung (11) liefert selbstverständlich Qi = 0. üeber die 
für b = eintretenden Spannungen und Verschiebungen siehe am 
Schlüsse der Aufgaben 64 und 23. 



Aufgabe 66. Kfirper mit normalen, gleichmässig vertheiiten 

Oberflächenkräften. Nach § 58. 

Ein isotroper Körper stehe unter einem auf die ganze Ober- 
fläche gleichmässig vertheiiten Normaldrucke von xf pro Quadrat- 
einheit (für Zug <T negativ). Es soll entschieden werden, welche 
Spannungen und Verschiebungen irgend welchen bestimmten Werthen 
von ö und einer gleichmässigen Temperaturänderung r entsprechen. 
Auch die Yerschiebungsarbeit D ist anzugeben. 

Nach dem Principe der Coexistenz, welches für isotrope Korper 
Gültigkeit hat, sind die durch 6^ x bedingten Spannungen und Yer- 
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Schiebungen immer dieselben^ ob gleichzeitig andere Ursachen wirken 
oder nicht Man kann also bei Untersuchung der ersterwähnten 
Spannungen von sonstigen Einwirkungen und beispielsweise von 
äusseren Massenkräften und Beschleunigungen yollständig absehen. 
Wir nehmen in fester Lage gegen die anfängliche Gruppirung 
der Eorperpunkte ein rechtwinkliges Coordinatensystem an, fassen 
die SpaL^gen im Simie des IV Abschnitts als Functionen des 
anfanglichen Orts ihrer Flächenelemente auf und haben dann als 
Losung der Bewegungsgleichungen des § 34 

(1) X^=Y, = Z, 6, 

(2) Zy = r, = r, = Zy = z, = z, = 0. 

Falls diese Losung auch an der Oberfläche genügt, ist sie nach § 73 
die allein mögliche und sind dann die Spannungen Potential- 
Spannungen, womit die Beziehungen des IL Abschnitts gelten (§ 36). 
Setzen wir dies zunächst voraus. 

Nach § 13 hat man für jedes Flächenelement der anfänglichen 
Normalenrichtung n die Spannungscomponenten in den Richtungen 

[ Xn = — tf COS {nx), 

(3) r, = — tf COS (ny), 

Zn '= — a COS (n0), 

die Normalspannung und Spaunungscomponente in beliebiger Rich- 
tung s 

(4) Nn = — 6j Sn= ^ <f COS (sn). 

Die Totalspannung ist gleich dem Absolutwerthe von 6 und die 
Transversalspannung Tn «= 0. Es genügt also die angenommene 
Lösung auch an der Oberfläche (abgesehen von verschwindend kleinen 
Deformationen der letzteren) und ist die richtige. Dies gilt bei be- 
liebigem Eorpermaterial; falls nur die Spannungen in der voraus- 
gesetzten Weise Functionen des anfanglichen Orts sind. 

Der Körper möge jetzt aus irgend einem isotropen Material 
bestehen. Dann folgen nach § 49, dessen Beziehungen auch nach 
der theoretischen Ableitung des § 57 gültig sind, 

(5) tf«i,-2Gn„ »« = -2^-- 

Die Normalverschiebung ist also für alle Richtungen n bei allen 
Punkten m gleich gross. Beispielsweise hat man 

^^^ dx ~'dy ^ dz ~ 2G ' 

und die Dilatation 

(7) o = 3Mn = 3^^- 
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Nach § 49, (6) mit obiger Gleichung (2) folgt 
(8) g,y = gy, = Qmx = 0, 

und damit wird nach § 22; (10) auch die Gleitung g^t beliebiger 
zu einander senkrechter Richtungen gleich Null, wie schon aus Auf- 
gabe 27 bekannt ist. Die Integration von (6) liefert die Ver- 
rückungen eines beliebigen Punktes m {z, y, 0) in den Richtungen 

i = xnn + (p(f/f 0), 

(9) n^y^+ z iß 7 ^), 

und aus § 41 folgt die Yerschiebungsarbeit 



Ol 



(10) 



D=^ C»dK=— vCödc}, 



unter V des Gesammtvolumen des Körpers yerstanden. 

Nach § 50 haben wir f&r feste Korper und nach Aufgabe 59 
für beliebige isotrope Körper von 6^ x herrührend (theoretisch 

£ = 4) 

(11) i> = 2Gar 5- =«Jr-2ö " 



«4-1 ^€ — 2 

Damit liefert (7) mit Q «= — 3tf für den vorliegenden Fall 

(12) „.==!- = „r-f^*2^ = «(r-J-). 

Berücksichtigen wir (12) in (10), so folgt die Yerschiebungsarbeit 



(13) 






oder auch wegen 

6t = I ödt -\- I tdö 
und (12), 

(14) 2) = _|.a,F - 4 «^/ {<fdt-^td6). 



V nedt — 



2 2 



Das Integral ist erst ausfahrbar, wenn man weiss, wie sich während 
des Entstehens der Verschiebungen r mit 6 geändert hat. Da coF 
die ganze Yolumenänderung des Körpers, so findet in unserem Falle 
bei gleichem Anfangs- und Endyolumen keine Yerschiebungsarbeit 
statt, falls das Integral in (14) verschwindet, also beispielsweise. 
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wenn keine Temperaturänderung angenommen wird, oder nach (10), 
wenn das Volumen auch während des Uebergangs constant war. 

Beispiel. Ein isotroper Körper, welcher mit einer starren rei- 
bungslosen Hülle allerseits in Berührung ist, wird um r Grad er- 
wärmt. Welche Spannungen entstehen? 

Da o =a Sn« =3 0, so haben wir nach (12) 

tf _ JTr = l±i 2Gar, 

and nach (10) oder (14) mit ödr >= rdö die Yerschiebungsarbeit 

D = 0. 

Wegen £ »» 4 lässt sich auch schreiben 

6 = 56rar. 

Setzt man für Eisen a = 0,000012 und pro qm ö — 8 000 000 tn, 
30 folgt für dies Material 

tf = 480r. 

Jeder Grad Temperaturerhöhung" erzeugt für alle Flächenelemente 
im Innern und an der Oberfläche Pressungen von 480 tn pro qm 
oder 48 kg pro qcm. 

Wäre für einen prismatischen Stab zwar die Längenänderung 
verhindert, aber die Aenderung der Querdimensionen frei, so würde 
nach § 81, (15) wegen il = die durch eine Temperaturänderung 
T bewirkte Stabkraft betragen 

S = — atEF, 

und für Eisen mit obigem E, a 

8 = — 240Ft. 

Der Druck pro Querschnittseinheit wäre also halb so gross wie der 
specifische Oberflächendruck im vorigen Falle und die Yerschiebungs- 
arbeit nach § 81, (11) auch hier gleich Null. 

Aufgabe 67. Wärmetheoretische Haaptgleichnngen f&r den Fall 

der vorigen Aufgabe. Nach § 58. 

Die in Aufgabe 41 abgeleiteten Hauptgleichungen der mecha- 
nischen Wärmetheorie für isotrope Körper zu specialisiren, auf deren 
Oberfläche nur ein gleichmässig yertheilter Normaldruck von N pro 
Quadrateinheit wirkt. 

Nach A. 66, (7) haben wir 

(1) N=6^p-Ig<o, 

worin o die Dilatation und G eine Constante, welche für voll- 



r 
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kommene Flüssigkeiten yerscbwindei Für andere isotrope Körper 
hat man 



(2) 



2(?--"t4 = J5-^^ = 



J 



« — 2 « — 2 

und wenn der Anfangszastand aaf 6 ^=^0 bezogen wird 



(3) 



p = Jx-'2G 



CO 



2' 



sodass unabhängig vom Werthe der Elasticitätszahl a 

(4) N=„^j{r-fy 

Es bestimmen hiernach oi, t zusammen mit dem Anfangszustande 
die schliesslichen Nj F, T oder je zwei dieser Grossen die dritte, 
wie dies die Gleichungen der Aufgabe 41 verlangen. Aus (4) folgen 



(de 



(5) 



dN 

dT 



J. 



dtü _ dV _ „ 
dx ~ VdT —^^f 

da _ dV 3« 

do ~ Tön "" / ' 



worin zwar V in den Nennern das anfangliche specifische Volumen 
bedeutet, aber der geringen Veränderlichkeit wegen auch das schliess- 
liehe vertreten kann. Mit (5) entstehen aus A. 41^ (10) die folgen- 
den Formen der Hauptgleichungen 



(6) 



JAV== 


J 

3« 


dc^ de, 

de dat ' 


c„ c,— 


3o 


JATV, 


dQ- 


J 


dtf + -3^ dio, 



dQ = c,dt + JATVda} = c^dt + ^"^ ^J^ dca, 



dQ = Cndx — ^aATVd6 = c^dx 



3tt 



c — c 



d6, 



während A. 41, (13) speciell für adiabatische Zustandsänderungen 
liefern 



( 9a 



(7) 



^n J 



^n ^«^ 



dfi) 
dm 

da 

, dt 



c 3a 

V 



C — C 



3as= — 



c — c 

n 9 



J= 



V 


i 


«« 


dm 


e« «r 


dt' 


c« 


da 



^« — ^« ^^ 
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Die abgeleiteten Beziehungen lassen sich mit Rücksicht auf (2) 
noch umformen. So folgen aus (6) (7) 

(8) c.-c. = ^4^3E^TFaS 

(9) 



e — 2 

de ^9 9e b E 



Nach (5) bezeichnet 3 a den cubischen Ausdehnungscoefficienten. 
Setzt man beispielsweise für Silber von T ^=3 273^ nach bisherigen 
Versuchen JS= 7400000000, F= 1:10500, a = 0,000019, so 
folgen mit £ = 4 und 1 : ^ = 424 nach (8) c, — c, == 0,000983 und 
wegen 0^=0,05701 die Werthe c,=0,05603 und *«(?,:C|,= 1,0175. 

Aufgabe 68. Spaimiingen durch Torsion. Nach § 58. 

Ein isotroper prismatischer Stab ist mit einem Endquerschnitte 
derart festgespannt, dass die anliegenden Flächenelemente keine 
Drehung um die Stabaxe yomehmen können. Der Stab wird nun 
80 verdreht, dass alle Eörperpunkte, welche anfangs auf einem 
Querschnitte lagen, gleiche Centriwinkel tp um die Axe und von 
dem Querschnittsorte unabhängige Wege parallel derselben zurück- 
legen, wobei der Kleinheit der tp wegen sin 97 «=»7; cos 9 ss 1 ge- 
setzt werden darf. Man soll die entsprechenden Spannungen für 
die einem beliebigem Stabpunkte m anliegenden Flächenelemente 
beliebiger Normalenrichtungen n ableiten. 

Wir legen die ;gr-Axe in die Stabaxe und die Axen der rc, y in 
den Einspannungsquerschnitt. Die yon der fraglichen Verdrehung 
herrührenden Verschiebungen wurden in Aufgabe 24 abgeleitet. 
Mit Rücksicht auf dieselben erhalten wir nach § 49, welcher auch 
die theoretischen Resultate fQr Potentialspannungen wiedergibt, 

(1) X.^Y,==Z, p, 

X, = r* = 0, 

(2) r, = Z, = G(f^ + »a;), 

,X. = Z. = ög|-*y), 

wobei |) = ist^ wenn keine anföngliche Oberflächenspannung an- 
genommen, also beispielsweise auch vom Atmosphärendrucke ab- 
gesehen wird (Aufgabe 59). 

Bei jedem Punkte m (x, y, z) sind die Componoiten der Total- 
spannung 12» eines Flächenelementes der Normalenrichtung n in den 
Richtungen x, y, nach § 13, (1) 



(4) 
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Xn'^ G («^ — ^y) cos {ne) — p cos (nx), 
(3) j r„ = G (§J + »x) cos (ne) - p cos (ny), 

^^« = ö (f^ - »y) cos (na;) + g(|J + ^a?) cos (ny) - pcos (ne), 

und die Componente von Rn in beliebiger Richtung 5 nach § 33, 
(2) mit (3) oder nach § 13, (8) mit (1) (2) 

8n = G iJ^ — ^yj [cos (nx) cos (säi) + cos (ng) cos (sa:)] 

+ G(J''{'^x) [cos(wy)co8(sjef) + cos(wj8f)cossy)] — pcoB(ns). 
Diese Gleichung liefert mit s = n die Normalspannung 

(5) iV«=2Gcos(nj?)[(^^ — «•y)cos(na;)+ (|^+ «•a;)cos(ny)]-p. 

Selbstverständlich hätten wir auch in umgekehrter Folge wie hier 
vorgehen können, wobei sich (4) mit Rücksicht auf A. 24, (8) aus 
§ 49, (2) und dann (1) — (3) als specielle Falle von (4) ergeben 
hätten. 

Für Flächenelemente parallel der 0-Axe folgen wegen nJLe 

(6) Z„ = — p cos (nx), Yn= —p cos (ny), 

(7) Z„ - G g^ - »y) cos (nx) + g(^+ »x) cos (ny), 

während Nn = — p wird und wie die Spannungen (6) für den oben- 
erwähnten gewöhnlichen Fall verschwindet. Da für die Mantelfläche 
des StiLbes Z« «=» sein muss, so erhalten wir als Oberflächen- 
bedingung 

(8) für n J_ j? (^ — -Ö-y) cos (nx) + (^^- + »x) cos (ny) = 0, 

welcher Gleichung die Function f genügen muss, während die Be- 
dingung für beide Endquerschnitte durch (1) erfüllt ist. 

Aufgabe 69. Torsionsproblem. Aeltere LSsnng. Nach § 58. 

Ein isotroper prismatischer Siab ist bei einem Endquerschniit 
derart festgespannt, dass die anliegenden Flächenelemente keine 
Drehung um die Stabaxe vornehmen können. In den Elementen 
des anderen Endquerschnitts wirkt ein Moment M auf Drehung 
des Stabes um seine Axe. Es soll eine Beziehung zwischen M 
und dem Maass der Verdrehung unter der Voraussetzung abgeleitet 
werden, dass alle Flächenelemente, welche anfangs einem ebenen 
Querschnitte anlagen, gleiche Centriwinkel g> um die Axe zurück- 



— m — 




Fig. 56. 



legen und auch nach der Deformation eine Ebene bilden. Die Win- 
kel 9 sind proportional der Entfernung von der Einspannungsstelle 
and so klein anzunehmen^ dass sin 9 = 9, cos gp = 1 gesetzt wer- 
den darf. 

Wir legen die e-Axe in die Stabaxe^ die Axen der x, y in den 
Einspannungsquerschnitt. Für das Moment der Schubspannungen 
eines beliebig geformten Quer- 
schnittselements der anfänglichen 
Grosse dF und des anfanglichen 
Ortes Xj y, hinsichtlich der Stab- 
axe hat man dann 

T^dF'X-^X^dFy. 

Betrachten wir nun ein Stabstück 
zwischen einem beliebigen Quer- 
schnitt und dem von M ergrif- 
fenen Endquerschnitt als System 
für sich; so verlangt das Gleich- 
gewicht der äusseren Kräfte 

(1) M=ßxY.-yX.)dF, 

wobei die Integration auf den gan- 
zen Querschnitt auszudehnen ist. 

Bei der oben vorausgesetzten 
Verdrehung sind die Verrückungen 
eines Punktes 1» (a;, y, 5) in Ent- 
fernung r von der Stabaxe mit 
(mx) = a 

g s= r cos (« + 9) — r cos « , 

1^ = r sin (a + 9) — r sin a, 

g = o, 

oder wegen 

cos (a + 9) = cos a cos tp — sin a sin q) = cos cc — 9 sin a, 
sin (« + <p) = sin a cos tp + cos a sin 9 = sin a + 9 cos a, 

(2) a; = r cos a, y = r sin a, 9) = ^0, 
einfacher 

(3> 6 = - d'y0, n = ^X0, g = 0, 

wobei ^, der Winkel y für ;? = 1, als Maass der Verdrehung gel- 
ten kann und Torsionsmnkel genannt wird. 




Fig. 57. 
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Aus (3) folgen 

also wegen 5 = auch 

(4) 9x, = — ^y, 9y, = ^x, 
und nach § 49, (6) 

(5) X, = — G^y, Y, = Gd'X. 

Die Totalspannung eines Querschnitiselements in Entfernung r von 
der Axe wird 

(6) R, = VX'T~Y? = G^r, 
und das Torsionsmoment nach (1) mit (5) 

(7) M=G» fix" + y2) dF = (?^ Tr^ rfJ', 

oder auch 

(8) M = G^0, 

wenn & das polare Trägheitsmotncnt des Querschnitts hinsichtlich 
der Axe bezeichnet. 

Die vorstehende noch jetzt nutunter gegebene Lösung des Tor- 
sionsproblems kann nicht allgemein richtig sein, da bei der gewähl- 
ten Voraussetzung 5= fix^y) = die in* Aufgabe 68 abgeleitete 
Oberfiächenbedingung 

fürn ± 5 § = = (1^ - &y) cos {nx) -'(|^ - ^o;) cos (ny) 

im Allgemeinen nicht erfüllt ist. Nur für kreisförmige und kreisring- 
formige Querschnitte trifft die Bedingung 

X cos (nj/) = y cos {nx) 

zu, und für diesen Fall, welchen Coulomb bei obigen Annahmen 
über Jlf, g (Histoire de TAcad. Royale des scienses 1784) allein im 
Auge hatte, wird sich die Lösung in Aufgabe 70 auch als richtig 
erweisen. Dagegen liefert Aufgabe 72 für quadratische Querschnitte 

M = 0,8437 G^e 
und Aufgabe 71 für gleichseitig-dreieckige Querschnitte 

M=\G%-®. 

Während vorstehende Ableitung die grösste Spannung JJ« ganz all- 
gemein in der grössten Entfernung von der Stabaxe ergibt, liegt 
sie nach der genaueren Theorie bei der Ellipse an den Enden der 
kleinen Axe. 

Aufgabe 70. Torsionsproblem. Oenanere Losung. Nach § 58. 

Ein isotroper prismatischer Stab ist bei einem Endquerschnitte 
derart festgespannt, dass die anliegenden Flächenelemente keine 
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Drehung um die Axe yornehmen können. In den Elementen des 
andern Endquerschnitts wirkt ein Moment M auf Drehung des 
Stabes um seine Axe. Es soll eine Beziehung zwischen M und 
dem Maass kleiner Verdrehungen abgeleitet werden. 

Wir legen die z-kxe in die Stabaxe und die Axen der Xy y in 
die anföngliche Ebene des Einspannungsquerschnitts. Genügt eine 
Losung allen Bedingungen des Gleichgewichts im Innern und an 
der Oberfläche^ so pflegt man anzunehmen (§ 73), dass es die 
richtige ist. Wir machten in Aufgabe 81 die Annahme, dass «alle 
Punkte, welche anfangs auf einem ebenen Querschnitte lagen, gleiche 
Centriwinkel q> um die Axe und von dem Querschnittsorte unab- 
hängige Wege i parallel derselben zurückgelegt haben. Es ergab 
sich dann, dass dies in isotropen Körpern möglich ist^ wenn 9 beim 
Querschnitte z und 

(1) e = f{x, y) 

des Punktes m (x,y, z) den Bedingungen genügen 

(2) 9> = *i', Av=.g + i;^c=o, 

unter ^ eine Constante yerstanden, welche als Maass der Verdrehung 
gelten kann und Torsionswinkel genannt wird. Sodann wurden in 
Aufgabe 24 die von solchen Verrückungen herrührenden Verschie- 
bungen und in Aufgabe 68 die entsprechenden Spannungen abge- 
leitet, wobei sich als Oberflächenbedingung ergab 

(3) für n JLxf, (^-»v) cos (nx) + {^ + ^x)cos (ny) = 0. 

Aus diesen Bedingungen mit Berücksichtigung der Querschnittsform 
hat man die Function f abzuleiten. Ist letztere gefunden, dann folgen 
für ein bei x, y, z gelegenes, beliebig geformtes Querschnittselement 
dF die Spannungen in den Richtungen x^ y 

(4) X.^G(^-»y), Y,^G^ + »x), 

und die Totalspannung 

(5) R. = VWTY? . 

Das Torsionsmoment aber ist nach der Ableitung zu Beginn der 
vorigen Aufgabe 

(6) M^C{xY,^yX:)dF, 

wobei die Integration über den ganzen Querschnitt zu erstrecken 

ist. Gleichung (1) bestimmt die Fläche, welche jeder anfangs ebene 

Querschnitt nach der Deformation bildet. 

12* 
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EUiptisclier Quersclinitt. Legen wir die Axen der x^ y parallel 

den Halbaxen a^ h, so hat man nach den bekannten Eigenschaften 

der Ellipse für beliebige Punkte der Oberfläche 

cos (nx) xh* 

cos (ny) yo*' 

womit aus (3) entsteht 

Die3er Bedingung sowohl wie (2) genügt die Function 
(8) t = fix, y) = - »xy J^J! • 

Da für sie 

W dx~'^^^ a^ + b'' dy~ '^^a* + 6*' 

so folgen aus (4) (5) 

(10) X,= -2G^y-i^^„ F. = 2Gda;^rq^, 



iO» 



(11) B. = _^^_.^aY + 6V, 

und nach (6) das Torsionsmoment 

Setzt man schliesslich die Trägheitsmomente der Ellipse in Hin- 
sicht der Axen x, y 



A^ßdF^'-^, 



B 



dann ergibt sich 

(12) M^2G^^-^^^G^n^l-^.- 

Nach Gleichung (8) ist für alle in den beiden Symmetrieaxen des 
Querschnitts gelegenen Punkte ^ »» 0. 

Es sei r die Entfernung eines beliebigen Flächenelements von 
der Stabaxe, dann hat man wegen r* = a;^ -|- y* bei x^ y 



Bedeutet a die grössere der beiden Halbaxen, so ist R, bei be- 
stimmtem X um so grosser, je grosser r. Die grösste Spannung 
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Et tritt also jedenfalls am Querschnittsrande ein. Für diesen haben 
wir wegen a*y* + h^z^ = a*6* 



Daher folgt der Maximalwerth 

(13) max i?, = 2G» -,"!-., = 2G9 ^,-5-ri = 4?^ . 

er Uegt an den Enden der kleinen Axe. 

Speciell für den KreisquerschniU erhalten wir mit a = 6 = JB 
allgemein S = 0, die Elemente eines beliebigen Querschnitts bilden 
auch nach der Deformation eine Ebene. Weiter folgen 

(14) Z,= — ßdy, Y, = Gd'x, B, = G%r, 

und wenn S das polare Trägheitsmoment des Querschnitts hinsicht- 
lich der Stabaxe bedeutet 

(15) M= G^e = G»~, max JB, = G^B, 

alles dies in Uebereinstimmung mit den in Aufgabe 69 erhaltenen 
Resultaten. 

Andere Querschnitte. Bedeuten Fy 6 den Flächeninhalt und 
das polare Trägheitsmoment des Querschnitts hinsichtlich der Stab- 
axe, dann lässt sich Formel (12) schreiben 

(16) M = -j--^' 

In dieselbe Form kann man die Ausdrücke für das Torsionsmoment 
anderer Querschnitte bringen. Wir haben dabei wie oben gefunden 

für den Kreis und Ellipsen beliebigen Axen- 

Verhältnisses /; = 4jc* = 39,5; 

femer nach Aufgabe 72 

für das Rechteck vom Seitenverhältnis 1 : 8 A; :== 38,5, 

W 79 79 79 99 i l 4: JC = 40,2, 

„ „ „ „ „ 1:2 Je = 42,0, 

„ „ Quadrat k =42,7; 

nach Berechnungen von Saint-Venant 

für den JCreissector vom Centriwinkel 45° k = 42,9, 

„ „ „ „ „ 90 fc = 42,4, 

„ „ „ „ „ 180« k =40,8; 

nach Aufgabe 71 

für das gleichseitige Dreieck k = 45. 

Sieht man also von dem extremen Fall eines Dreiecks und 
audem kaum vorkommenden Querschnitten wie Kreissectoren mit 
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Centriwinkeln über 180® ab, so treten grosse Unterschiede im Werthe 
der Je nicht ein und de Saint-Venant, dem man die erste genaae 
Losung des Torsionsproblems und beispielsweise auch Formel (12) 
verdankt; wies darauf hin, dass man sich von der Wahrheit nie 
weit entfernt, wenn für praktische Fälle allgemein Formel (16) 
mit X; =: 40 angenommen wird. (Gomptes rendus 1879. I.) Die 
grösste Stabspannuug, welche sich bei der Ellipse an den Enden 
der kleinen Axe ergeben hat, pflegt auch bei andern vielfach vor- 
kommenden Querschnitten, wie Rechtecken, regulären Polygonen 
u. s. w. an diejenige Stelle des Randes zu treffen, welche der Stab- 
axe am nächsten liegt. 

Beispiel. Das Torsionsmoment eines Stabes auszudrücken, dessen 
Querschnitt ein reguläres Sechseck der Seitenlänge a ist. 

Mit den bekannten Werthen 

folgt aus (16) 

,^ 729 G&a* 

loYs k 

worin nun Ä = 40 gesetzt werden könnte. Durch eine auf der ge- 
nauen Theorie beruhende gute Näfaerungsrechnuug erhielt Herrmann 
(Zeitschr. d. ostr. Arch.- u. Ing.- Vereins 1883) 

^-=W' *1«° Ä = 41,07. 

Aufgabe 71. Torsion von Prismen dreieckigen Qnerschnitts. 

Nach § 53. 

Die allgemeinen Formeln der vorigen Aufgabe auf pris- 
matische Stäbe anzuwenden, deren Querschnitt ein gleichseitiges 
Dreieck ist. 

Bei beliebigem constantem c ist eine Lösung der Gleichung 
A. 70, (2) 
(1) t^nx,y) = »y^-^- 

Wir erhalten damit 

y"^) dx~ "^^ c ' ^y — "^^ 2c ' 

und hieraus durch nochmalige Differentiation imd Addition die er- 
wähnte Gleichung. Die Oberflächenbedingung A. 70, (3) aber lautet 
mit (2) 

2y {c + 3a;) cos {nx) — 3 (y^ — x^ + -^) cos {ny) = 0. 
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Daher entspricht Losung (1) allen Qaerschnitten, für deren 
Umfang 

(3) 



3 (y" — Ä*) cos (ny) — 2 xy cob (nx) 
2 X cos (ny) — y cos {nx) 



eine Constante ist. Es folgen f&r dieselben aus A. 70, (4) die Span- 
nungen 

(4) X,= -a»{l + ^)y, Y. = O» {x -{. Sy^^^ , 

und nach A. 70, (6) das Torsiousmoment 



M 



= f?/[2<' (^ 



+ y') — Sx" 4- 9xy*] dF, 



oder, wenn 9 das polare Trägheitsmoment des Querschnitts hinsicht- 
lich der Stabaxe bedeutet, 



(5) 



M= G^& - ^ r fx'dF - 3 fxy^dFX 




Den einfachsten Fall der hier betrachteten Art haben wir beim 
gleichseitigen Dreieck, wenn die 
Axen der x, y die in Fig. 58 
angedeuteten Richtungen erhalten. 
Bezeichnen A, a die Hohe und Sei- 
tenlänge des Dreiecks, so folgt so- 
wohl für 

h a 

~ 3 2^3" 

mit cos (wx) = — 1 und 

cos (wy) =s bei beliebigem y, 

als auch für 

y = + (— ^ I mit cos {ny)\ cos (wa;) = + }/3 bei beliebigem x, 

das lieisst also für den ganzen Umfang aus (3) 

(6) c = Ä={Y3, 

mit welchem constanten Werthe also jetzt (1)— (5) gelten. 

Zur Ausführung von (5) haben wir mit dF =2 l- \ dx 

480 ' 



Fig. 68. 



r:^dF=2 n^^^^i^dx=^ 

J . J \3 1/3/ 481 



a 



wobei die Integration rechts von a: = -— bis x 

dehnen war, und mit dF = dx dy 



a 



Va 



auszu- 
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j xy^dF = j xdx I y^dy= - -^, 

wobei die Grenzen des ersten Integrals rechts wie im vorigen Falle, 

die Grenzen des zweiten i/ = — ( \ und y = ( -= | 

-^ V3 1/3/ ^ V3 i/sy 

sind. Durch Substitution der gefundenen Integralwerthe in (5) 

folgt mit Rücksicht auf (6) 

\ 40 V3 / 

Nun ist aber das polare Trägheitsmoment des gleichseitigen Drei- 
ecks hinsichtlich seines Schwerpunkts 

BS ■—. 

16 1/3 

Wir erhalten damit das Torsionsmoment 

(7) M=-G»0 = ^-G^a' = ^L, 

^ ' 6 80 16 ys 

und unsere Aufgabe ist gelöst. 

Aufgabe 72. Torsion von Prismen recliteckigen Querschnitts. 

Nach § 58. 

Die allgemeinen Formeln der vorletzten Aufgabe auf prismatische 
Stäbe rechteckigen Querschnitts anzuwenden. 

Wir legen die Coordinatenaxen der x, y parallel den Seiten a, b 
des Rechtecks^ in welchem Falle die Oberflächenbedingung A. 70^ (3) 
folgende zwei Gleichungen liefert 



(1) 



für a? =« + "f" ^^^ beliebigen y, J- — ^y = 0, 



Um zunächst der allgemeinen Bedingung A. 70^ (2) zu genügen, 
wählen wir 

(2) f=%xy + Vc (c^y— cr-'"y) sin mXj 

wobei die Summe rechts alle möglichen Glieder umfasst, welche bei 
beliebigen Constanten c^ m der eingesetzten Form entsprechen. Es 
folgen 

-L = ^y ^^cm (e"»y — cr^'y) cos mx^ 



(3) 



^1 



= ^X'\- ^ cm (f9 + r""!') sin mx, 
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woraus durch nochmalige Differentiation und Addition A. 70; (2) 
entsteht. 

Damit nun die Function f auch der ersten Bedingung (1) ge- 
nüge, dürfen nach (3) nur diejenigen Glieder in unserer Summe Auf- 
nahme finden^ fär welche m von der Form 

/Ä\ 2n + 1 
(4) m f— n 

ist, wobei fQr n der Reihe nach alle ganzen Zahlen von bis oo 

zu setzen sind. Es wird dann cos mx f ür a; = + -g- zu Null und 
wir erhalten 

(an-f 1 8n-fl \ « , ^ 

— ^^—ny — ny\ . 2n + 1 
e « —e « y sin — ~ tcx. 

Um schliesslich noch die zweite Bedingung (1) zu erfüllen, ent- 
nehmen wir aus der zweiten Gleichung (3) für beliebige y 

l— + ^x^ 2^x 
und haben dann 

/ gw+l TT* 2W+1 7lb\ 

0^2i&x+^c%^^~\e - '^ +e « ^Jsiu^-Äa;. 
Diese Gleichung lässt sich auch wie folgt schreiben 

— _ _ M = Cj \^e *« + e =*«J sin m + 3^3 ye^"^ +0 ^"^ y8in3t( + "* 

e 2 a _g 2 « jsin(2n+l)w+- 

Nun liefert die Betrachtung periodischer Reihen in der höheren 
Analysis unter Anderem 

jc , X 1 

7- w = — sin tt + -3- sin 3t* — -j.- sin 5u -j- • • • 

+ (2^i)-'-«^(2«+l)« + ... 

Daher erhält man als Ausdruck der zweiten Bedingung (1) 
/^x _ _ 8da« (- 1)" _ 

\P) Can-fl ^8 / 2n 4- 1 6/r ^2n + l <>.t\ > 

(2n+ 1)3 \e Ä a + c " 2 a j 

womit Function /* und alle davon abhängigen Grössen vollständig 
bestimmt sind. 

Setzen wir zur Vereinfachung 
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(7) — C2n + i = -^ 2^M^ "" ~»^ *2« + i* 

80 folgt aus (5) 



(ö) { 8^a* ^-1/ — —-''y ^^yy-L • 2n + 1 

^ ^ """"^i^^V^ ""^ JÄ,« + i8m— ^ÄX, 

welche zuerst von Wantzel abgeleitete Gleichung die neue Form der 
Querschnitte bestimmt. Wie beim elliptischen Querschnitt ist für 
alle in den beiden Symmetrieaxen gelegenen Punkte ^ »> 0. Weiter 
ergeben sich aus A. 70, (4) 



^[e « — e « /*2« + iC0s— ^ 



X, = -^- >^ U *• ' — e « "' j *2«4.i cos ""T^' ara;, 



n=0 



«r>Ä ,n=ao/2ii + l 2« + l \ ^ , . 

^ >' \^c « —e *» / A:2ii + 1 sin — ^— «a;. 

Zur Berechnung des Torsionsmoments haben wir nach A. 70, (6) 



T 2 



fxY,dF.= 2G»b /l»dx- ^^2*«"+» ß^^-t- 



— TCX'dX 



a a 

A 2n4-1 2n-f 1 \ 



2 



a 



/* V JTP 8Gda«x^, /^ 2n4-l , 

yX^dF= — ^, ->'A2»4.i / cos -^ «a; • (ia; 



a 
'2 

¥ 



/»/ 2»4-l 2«4-l \ 



2 
wobei rechts im ersten Integral rfF= 6 rfa;, in allen übrigen <{JP=» da; (2y 
gesetzt wurde. Die Ausfährung der Integrationen ergibt mit Rück- 
sicht auf den durch (7) bestimmten Werth von lc%n + i 
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/ 



xY,dF 






6 



»' 



Sn + l 



«* ^ (2n + 1)« 



TT» 



^^L±l^,' 



-J yX,dF= — ^^^^2'(2n + 1)» 



1 -« « 



2n + l 



1 + c 



7(6 



nb 



und die Addition dieser Gleichungen liefert wegen 



als Ausdrack des Torsionsmoments 



6 V 2 / 



(10) 



M^Gtfaf' 



OD 



an + i 



nb 



h^ 64 y 

Sa 



1 — c 



«*-^(2n + l)» 



2n + l 



1 + C 



ä6 



Der Klammerausdruck stellt für jedes bestimmte Yerhältniss a : h 
einen Zahlenwerth dar. Beispielsweise ergeben sich 

far a:& = 2 4 8 

-^^= 0,4569 1,1249 2,4576. 

Damit die Reihe £ in (10) möglichst stark convergire, hat man die 
grossere der Rechteckseiten durch h zu bezeichnen« Will man für 
a > & eine möglichst stark convergirende Reihe erhalten, so sind in 
(2) — (10) x, y, a, 6 an Stelle ron y, a;, 6, a und in (2) — (9) — d 
an Stelle yon d' zu setzen. 

Speciell fQr das Quadrat folgt aus (10) mit & = a 

(11) Jf = G^a« [i— -^2(2^. r+^^. 

und nach Ausrechnung des Kiammerausdrucks 

(12) M = 0,1406 G ^a*. 

Für den Coefficieuten in (12) ergaben ältere Versuche von 
Duleau mit Eisenstaben 0,141 und von Savart mit Eupferstaben 
0,137. In neuester Zeit hat Battschinger zur Prüfung der Theorie 
Versuche mit Gusseisenstäben angestellt (Givilingenieur 1881). Ent- 
sprechen dem Kreise, der Ellipse vom Axeuverhältniss 1 : 2, dem 
Quadrate imd Rechtecken von den Seitenverhältnissen 1 : 2 und 1 : 4 
in der Reihenfolge ihrer Erwähnung die Indices 1 bis 5, so ver- 
langen die theoretischen Formeln 
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d^^id^^:^^:»^:»^^!: 1,25 : 1,13 : 1,40 : 9,1, 

die Versuche ergaben im Mittel 1 : 1,245 : 1,196 : 1,472 : 9,65, 

während die Formel A. 70, (16) 

mit Ä; = 40 lieferte 1 : 1,25 : 1,05 : 1,31 : 8,9. 

Weiteres über das Torsionsproblem findet man besonders in 
den Aufsätzen von Saint- Venant, Comptes rendus 1847, 1853, 1878, 

1879 und Mem. des savants etrangers 1855, im Handbuch der 
theoretischen Physik von Thomson und Tait, Band I, Braunschweig 
1871, in Castiglian&s Theorie de P^quilibre des systemes elastiques 

1880 und bezüglich der Behandlung regulärpolygonaler Querschnitte 
in einem Aufsatze Herrmann^s, Zeitschr. d. östr. Arch.- u. Ing- 
Vereins 1883. Ueber die Yerschiebungsarbeit der Torsion siehe 
Aufgabe 36. 

Aufgabe 73. Beziehung zwischen ElasticitStsmoduI, 
Gleitnngscoeffieient nnd TemperatnrcoefBcient. Nach § 59. 

Die Beziehung zwischen dem Elasticitätsmodul E, dem Glei- 
tungscoefficienten G und dem Temperaturcoefficienten J für beliebige 
isotrope Körper abzuleiten. 

Da die Verschiebungen vom Zustande X, = Yy = Z, = — P 
aus gerechnet werden, so haben wir entsprechend § 59 als Definition 
des Elasticitätsmoduls 

(1) für Fy = Z, = — P und r = 0, X, = Ex:, — P, 

womit für Xx^ — P, a;« = wird und für P = die Definition 
des § 59 entsteht. Aus (1) folgt für die angenommenen Spannungen 

Ö - X,+ Yy + Z. = X, — 2P, 

und nach § 57, (17) 

Da nun wegen § 57, (15) 
ao erhalten wir 

woraus nach Division mit X« + -P ^^^ Reduction 

(2) G=4-£. 
Setzt man ferner § 59 entsprechend 
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(3) für Z, = Yy = Z, = — P, a?x — yy = is, = ar, 
dann liefern die Gleichungen (15), (17) des § 57 

~%Cr ~ ^ iG '^ bG r^ "^2 /' 
und es folgt hieraus 

(4) J=5Ga = 2Ea. 

Definiren wir also E, a in der durch (1) (3) festgestellten 
Weise, so besteht für beliebige isotrope Körper dieselbe Beziehung 
zwischen E, G, J wie fQr isotrope feste Korper. Noch schneller 
hätte sich dies Resultat ergeben durch Vergleichung der nach § 57 
für beliebige isotrope Korper gültigen Beziehung 

mit der in Aufgabe 59 bei obigen Definitionen von E, a erhaltenen 
Erfahrungsformel 

Sollen beide Gleichungen übereinstimmen, so müssen sein 

£ = 4, J=5Ga = 2Ea. 

Aufgabe 74. Torlcelll's Theorem. Nach § 63. 

Die Geschwindigkeit zu bestimmen, mit welcher die Theilchen 
einer vollkommenen Flüssigkeit der Mündung eines GeiSsses ent- 
strömen, wenn von Massenkräften allein die Schwere wirkt, das 
specifische Gewicht als constant gilt und die Drücke auf den Spiegel 
und an der Mündung gleich gross sind. 

Die Grundgleichungen der Bewegung vollkommener Flüssigkeiten 

lauten nach § 63 

dp /v du\ 



(I) 






Maltiplicirt man dieselben bezw. mit dXy dy^ dz und addirt, so er- 
gibt sich für jede bestimmte Zeit das vollständige Differential von p 

dp = 11 (Xdx + Ydy + Zdz) 

(du j t dv j I diu j \ 

Es werde nun dem Ooordinatensystem eine feste Lage gegen 
die Gefässwände gegeben und die positive Richtung der y*Axe in 



(2) 
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die Bichtimg der Acceleration g des freien Falls gelegt, dann sind 
die specifischen Massenkräfte in den Richtungen Xy y, g 

X = 0, Y = 9y ^=0. 

Wählen wir ferner, um ein bestimmtes Theilchen zu verfolgen, 

dx = udty dy=ivdty dz = wdty 

so entsteht aus (2) 

— ^=^ gdy — («dw + vdv + wdw), 

oder, wenn V die resultirende Geschwindigkeit und y das specifische 
Gewicht des Theilchens bedeuten, 

(3) dV' = 29(dy--f)- 

Um die Integration dieser Gleichung vornehmen zu können, 
muss y als Function von p allein gegeben seio. In unserem Falle 
ist y als constant angenommen, daher 

(4) F«- V = 25r(y -yo - ^^), 

worin die F, jp mit und ohne Index bezw. den Orten y^ und y ent- 
sprechen. Gleichung (4), welche gewohnlich nach Bemotdli benannt 
wird, lässt die Geschwindigkeit V eines Theilchens für beliebige y, p 
berechnen, wenn diese Werthe an irgend einer Stelle yQ bekannt 
sind. Sie zeigt, dass x, z und der Weg des Theilchens von y^, bis y 
die Geschwindigkeit V nicht beeinflussen und gibt keinen Äufschluss 
über die Richtung der letzteren. 

Die übliche Ableitung der Ausflussgeschwindigkeit aus Gleichung 

(4) nimmt an, jedes Theilchen bewege sich vom Spiegel bis zur 
Mündung. Wird hierbei die Hohendifierenz y — yo = h zurück- 
gelegt, so folgt für p = p^^ bei verschwindendem Vq 

(5) V = ]/2^. 

Die Ausflussgeschwindigkeit einer vollkommenen Flüssigkeit con- 
stanten specifischen Gewichts ist ebenso gross, wie die Geschwin- 
digkeit, welche ein Körper erlangt, der ohne Widerstände vom 
Spiegel bis zur Mündung fällt. Man pflegt dies Resultat als 
Tariceütsches Theorem zu bezeichnen. 

Gegen vorstehende Ableitung lassen sich Einwände erheben. 
Dass jedes Theilchen den ganzen Weg vom Spiegel bis zur Mün- 
dung zurücklegt, ist eine willkürliche Annahme. Denkt man sicli 
die Mündung plötzlich geöffnet^ so entweichen die zunächst liegen- 
den Theilchen. Ein anderes Verfahren int^rirt Gleichung (3) 
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für die Mündung bei y F* = 2g (y — -?-) + Const., 

„ den Spiegel „ y^ Fo* — 2g (y^ - y ) + Const 

Durch Subtraction entsteht Gleichung (4) und, weil nun y — yo = h 
ist, för jp = Pq bei verschwindendem Vq das TariceUtsche Theorem. 
Hiergegen ist zu bemerken, da§s (3) sich auf ein bestimmtes Massen- 
element bezieht, die erwähnte Integration also ebenfalls jedem Theil- 
chen den ganzen Weg vom Spiegel zur Mündung zuschreibt. 

Man kann jedoch wie folgt schliessen. Ein Theilchen beginne 
seine Bewegung an beliebiger Stelle yo, während y^ dem Spiegel 
und y der Mündung entspricht, sodass y — yi =» A ist. Im voraus- 
gesetzten Falle gleichen Drucks auf den Spiegel und an der Mün- 
dung wird dann der Druck bei yo abgesehen vom Einflüsse der Be- 
wegung, das heisst für genügend kleine Mündungen 

Po"^ p + (Vo - Vi) r = p + (ifo - y + A) y, 

woraus 

(6) y-yo-^^-K 

und mit Fq = aus (4) 

V^y2gh. 

Beginnt beispielsweise ein Theilchen seine Bewegung unmittelbar 
bei der Mündung, so hat man nach (6) in (4) y — Vo^^^f Po'^P'^^^Yf 
und bewegt es sich .vom Spiegel aus, dann ist der bisherigen An- 
nahme entsprechend y — yo "= *, p^ — |) = 0. Vorstehende Ab- 
leitung lässt Beginn und Form der Bahn unbestimmt. 

Aufgabe 75. Potentiale bei yollliommenen Flflssigkeiten. 

Nach § 63. 

Die hydrodynamischen Grundgleichungen umzuformen 1) für den 
Fall eines Geschwindigkeitspotentials', 2) für den Fall eines Poten- 
tials der Massenkräfte und einer Beziehung zwischen p und ft; 
3) für den Fall von Potentialen der Geschwindigkeiten und Massen- 
kräfte. 

Die hydrodynamischen Grundgleichungen lauten nach § 63, (2) 

dp (^ du \ 



(1) 



dx 

dp (^ dv\ 
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worin die Beschleanignngen nach § 61, (6) 



(2) 



du cu . cu t du . du 

et * cx ^ cy * C2 ^ 



dt 

dv^ 
dt 

dv 



er . cv t ov , ov 



dt 



cv: 



CX 

dw 



dw 



et * CX * ev * 



dz 
dw 



ff. 



dt et ' ex * dy ' cz 

a) Existirt nun ein Potential f der Geschwindigkeiten^ dann 
hat man 

df ^ df _ cf 



n = 



w 



nnd die resultirende Geschwindigkeit 



Oz 



(4) 



Es gelten also die Gleichungen (1) mit folgenden Sabstitationen 



i du 



i.5) 



^Y 



cf av , df c^f 



dt 



cxci *' dx dx* ■ 



+ 



df c*f 



dy dxby ' dz dxdz 

~" dx \ct "'"2/' 



i^ ^ llL -j_ sL JX. 4. IL SIL ^ ^f ^*f 



<;j eyex 



(// arrt * icx ezdx "* 



ay e?y* ' 02 cyoz 

~ dy \dt "T" 2 /' 
df d^f , df d^f 



dz'' 



cy czoy ' r. 

_^ldf , r«\ 

MuUiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, d: 
und addirt, so entsteht 

w '.r''-+'.''"'+w'"=''(li+T'). 

der Ausdruck links ist ein vollständiges Differential nach x, y, £ 
(in jedem Zeitelement dt, während dessen ein Geschwindigkeits- 
potential angenommen wird). Als Continuitätsgleichung folgt aus 
§ 62, (7) 



0) 



dt 



+ 



dx 



+ 






dy 



dz 



b) Existirt ein Potential U der Massenkräfte; dann gelten 

du 



TT ^ 






z = 



Lusst sich ferner ft als Function von p allein ausdrücken, dann ist 
das Integral 
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(9) P = f^ 

ausfahrbar und wir erhalten 

dx ^ dx ^ dy ^ dy^ dz ^ dz 

Unter beiden Voraussetzungen nehmen die Grundgleichungen (1) 

folgende Formen an 

^(^U-P) du 



(10) 



dx dt 

djü^P) ^ dv^ 
dy ~ dt 

d_(ü--_P) dw 
dz "^ dt 



Die Beschleunigungen rechts sind durch (2) bestimmt. Werden 
die Gleichungen (10) bezw. mit dx^ dy^ de multiplicirt und addirt, 
dann folgt 

sodass auch hier der Ausdruck links ein vollständiges DifiFerential 
nach X, y, ts darstellt. 

c) Existirt schliesslich sowohl ein Geschwindigkeitspotential als 
ein Potential der Massenkräfte, dann erhält man durch Multiplica- 
tion der Formeln (1) mit dx, dy, dz und Addition bei Beachtung 
von (6) (8) 

(12) ä^ = au-d(P/, + ^), 

und weil hierin die rechte Seite ein vollständiges Di£ferential ist; 
so mnss auch die linke Seite ein solches sein, beide «Potentiale 
können nur dann gleichzeitig bestehen, wenn ft sich als Function 
von p allein ausdrücken lässt. Umgekehrt muss unter Vorausr 
Setzung eines Geschwindigkeitspotentials und einer Beziehung zwischen 
p und |ü allein auch ein Potential der Massenkräfte existiren. Die 
Integration von (12) liefert mit Rucksicht auf (4) (9) 

(,3) 2(^_p)..|t+(|i)'+@r+(|t)'. . 

wobei die Integrationsconstante weggelassen werden konnte, weil 
man sich f entsprechend bestimmt denken kann. 

Wir haben im vorliegenden Falle bei gegebenem U und be- 
kannter Beziehung zwischen p und ft für zwei Unbekannte p, f die 
Gleichungen (7) (13). 

Für incompressible Flüssigkeiten, und bei constant voraus- 
gesetztem ft überhaupt, können wir annehmen 

Wbtbauch, Aufgaben %vüc ^eorie eUst. Kürper. 13 
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Dies iai die Grandgleichang für die technische Theorie der Be- 
wegung Ton Gasen, Dämpfen und tropfbaren Floasigkeiten ans Ge- 
fassen und in Bohren. 

b) Das Gefass oder der Canal rotire mit constanter Winkel- 
geschwindigkeit & um eine Terticale Axe. Wir legen die y-Aie in 
die Botationsaxe mit der positiyen Richtung nach unten, die x-Axe 
durch unser Theilchen und haben dann 

also nach (3) 

und wenn U^^&x die Botationsgesch windigkeit in Entfernung x 
von der Axe bezeichnet 

(6) d^-^d^^ + dy-Vdp - dK 

Dies ist die Grundgleichung f&r die technische Theorie der Turbinen 
und Ventilatoren. Wenn die Schwere yemachlässigt, also dy =^0 
gesetzt wird, dann darf die Botationsaxe auch beliebig gerichtet sein. 

Aufgabe 78. Bewegmigsgieichiuig für isotrope K5rper. 

Nach § 65. 

Es sollen die drei Bewegungsgleichungen isotroper Körper auf 
eine reducirt werden, welche ffir den Fall beliebiger Bewegung ohne 
Mitwirkung äusserer Massenkräfte und wenn für gleichzeitige Aende- 
rungen von p und a> 

(1) 1» = /•(«), e^l^ 

gesetzt wird, als einzige Unbekannte die Dilatation a> enthält 

Wir gehen von der Gleichung 



(2) 


cx * dy * dz 


auS; 


welche nach zweimaliger Differentiation liefert 


(3) 




Die 


Bewegungsgleichungen isotroper Körper lauten nach § 65 








dt' ~ y.'V^^'^ dy) (idy + ^' 




U-ti^'^+l^) X+'- 
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Wir erhalten daraas durch Differentiation nach x^ y^ und ß 

dydt^ ~ (i \dydx* "•" ^y* ' ay^is« "^ ayV (idy^ ' ay ' 

dz dt' ~ [i \dzdx' "^ dzdy* "^ az» ' dz*/ ftaV "^ a^ ' 

Die Addition dieser Gleichungen ergibt mit Rücksicht auf (2) (3) 
die allgemeine Beziehung 

^^ at* " ti ^ ex "^ dy ' dz ' 

wofOr im Falle eines Potentials F der Massenkräfte auch geschrieben 
werden kann 

(5) |1? = l£.^!f?_zi^^ + i^.F. 

Handelt es sich nun um eine Bewegung ohne Mitwirkung äusserer 
Massenkräfte^ was z. B. immer zutrifft, wenn die Bewegung gegen 
die den äusseren Massenkräften und anderen Kräften entsprechende 
Gleichgewichtslage untersucht wird oder wenn (wie vielfach bei 
technischen Problemen) die Massenkräfte durch eine Anzahl Ober- 
flächenkräfte ersetzt werden, und führt man (1) zufolge ein 

(6) A«i? = cA«a>, 
dann entsteht aus (4) 

0) w jT- ^ «'' 

und speciell fQrs Gleichgewicht 

(8) A«ai = 0. 

Die Gleichung (7) gilt u. A. für elastische Schwingungen (§ 97), 
eine Anwendung von (8) findet sich in Aufgabe 80. 
Da für beliebige isotrope Korper nach § 57, (5) 

p = P+Jt - 6?o, 

so wäre bei constanter Temperatur 

Die Erfahrungsformel für isotrope Körper A. 59, (7) 

CO 
6 — 2 



p = P + Jr — 2G'^ 



liefert im gleichen Falle 

2G 

Doch hat man es nicht immer mit constanter Temperatur zu thun 
(§ 100). 



/ 
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Aufgabe 79. Comeentrisehe YerriekiiigeH in isotropen KSrpern. 

Nach § 65. 

Die Totalyerrücknngen q der Punkte eines Körpers seien allein 
Functionen ihrer Abstände r von einem bestimmten Punkte und 
liegen in den Richtungslinien dieser r. Zu entscheiden, welche Form 
die Function q annehmen muss, wenn es sich um die durch Ober- 
flächenkräfte erzeugten YerrQckungen isotroper Körper nach Wieder- 
eintritt des Gleichgewichts handelt. 

Da die fraglichen Yerrückungen nach Aufgabe 32 Potential- 
verrückungen sind, so folgen aus § 65, (5) (9) die Beziehungen 

cx ox ' 

dy dy » 

2ö 1^-1^ = 0, 

dz dz ' 

und wenn fär gleichzeitige Aenderungen von p und o 

(1) P-fi<-)> e = '£ 
gesetzt wird, 

Durch Multiplication dieser Gleichungen mit dx, dy, dz und Addi- 
tion entsteht die Bedingung 

(26? — c)dai = 0, 

oder weil 26r — e nicht gleich Null ist 

(2) dm = 0. 
Nach A. 23, (4)— (6) haben wir 

(3) fl, = g, + 3-J- mit g, = ji — |- = r-j^, 
woraus das vollständige Differential von o) 

dm = dq> + M -; - "^-^ +^ '-"^ , 

und nach (2) 

f^dtp + ^q>r^dr = d{q>f^) = 0. 

Durch Integration folgt, wenn — 36 die Integrationsconstante be- 
deutet, 

(4) <pr3 = - 36, 
oder mit (3) 



r r* 
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Die nochmalige Integration liefert schliesslich 

- = a + 3 • 

In isotropen Körpern können also concentrische Yerrückungen 
unter obigen Voraussetzungen nur dann entstehen, wenn die Func- 
tion Q von der Form 

(5) Q=^ar + -^, 

ist, unter a und b irgend welche von den weiteren Bedingungen der 
Aufgabe abhängige Constante verstanden. 

Aufgabe 80. Andere Lfisang der vorigen Aufgabe. Nach § 65. 

Die in Aufgabe 79 verlangte Feststellung soll auf Grund der 
in Aufgabe 78 erhaltenen Bedingung fürs Gleichgewicht vorge- 
nommen werden. 

Die fragliche Bedingung lautet 

(1) A»a) = 0. 

Hierin ist f&r unseren Fall 

^± 

(2) 0, = ,, + ^ mit 9,=^-A = , r 



dr 
Das vollständige Differential von cd wird 



woraus 



d(o dtp er j. ^ ( dQ dr dr\ 

dx dr dx * r^ \ dr dx ^ dx) 



or X 

Da nun g- "^ —> so folg* °^i* ^^^ Bezeichnung 
(3) ®==39, + r^f 

die erste der nachstehenden Derivirten, während sich die beiden 
anderen in ganz analoger Weise ergeben. 

^.v dat xS dm yS dm zS 

W äx~7«"' dy'^r^' dz~~r^' 

Weiter erhalten wir 

jdm e , , r*de — 2r9dr 

?!iü. = ^ + -?- fr« — ^- - 2r@ -V 
dx^ r* ' r* \ dr dx dx) 

Diese Gleichung entspricht der nächsten Beziehung^ während die 
zweite und dritte in gleicher Weise aus den zwei letzten Ausdrücken 
unter (3) hervorgehen. 



— 200 - 

dx* '^ r^ '^ r"" \ dr r / ' 

Durch Addition aller drei Gleichungen folgt nach (1) 
oder auch 



dr + rd@ = d(r@) = 0, 
und wenn — 2 c die Integrationsconstante bedeutet 

(5) r® = — 2c. 
Hieraus entstehen bei Beachtung von (3) 

3q)rdr + r^rfg) = — 2cdr, 
3(pr^dr -{- r^dq) = d {g>r^) = — 2crdr, 

(6) yr» = - er« - 36, 

unter — 3b die Integrationsconstante verstanden. Die^e Gleichung 

liefert mit (2) 

, p cdr Sbdr 

d 



r r* r* 



woraus durch Integration 

e j c I b_ 

(7) p = c + ar + -^. 

Da die jetzt gegebene Losung unserer Aufgabe eine Integration 
mehr erfordert, als die Lösung auf Grund der ge wohnlichen Be- 
wegungsgleichungen in voriger Aufgabe, so haben wir auch eine 
Integrationsconstante mehr erhalten. Die Nothwendigkeit einer 
weiteren Integration rührt daher, dass Gleichung (1) durch Diffe- 
rentiation der Bewegungsgleichungen entstanden ist. Wie wir be- 
reits wissen, verlangen die letzteren, dass c = sei. 

Aufgabe 81. Yeirttckangen dareh Torsion. Nach § 65. 

Ein prismatischer Stab sei bei einem Endquerschnitt derart 
festgespannt, dass die letzterem anliegenden Flächenelemente keine 
Drehung um die Stabaxe vornehmen können. Es soll für den Fall 
isotropen Materials die Bedingung eines Gleichgewichtszustandes er- 
mittelt werden, bei welchem alle anfönglich auf einem ebenen Quer- 
schnitte gelegenen Eöperpunkte gleiche Gentriwinkel q> um die Axe 
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und von dem Querschnittsorte anabhängige Wege parallel derselben 
zurückgelegt haben. Die Winkel q) sind so klein anzunehmen, dass 
sin 9 = 9; cos 9 := 1 gesetzt werden darf. 

Wir legen die jsr-Axe in die Stabaxe und die Axen der x, y in 
die anfangliche Ebene des Einspannungsquerschnitts. Sind dann für 
einen Korperpunkt m, welcher anfangs bei x, y, z lag, der Winkel 
(f»x) durch a und die Entfernung von der Axe durch r bezeichnet, 
dann hat man die Yerrückungen von m in den Richtungen x^ y^ z 
(Fig. 57, S. 177) 

g = r cos (a + 9) — r cos a, 

ly = r sin (a + 9) — *' sin «, 

S ^f{^y y)y 

oder wegen 

cos (« + 9) = cos a cos 9 — sin a sin 9 = cos a — 9 sin a, 

sin ^ + 9) = sin a cos g) -}' cos a sin 9 = sin a + 9 cos a, 

fl? = r cos a, y = ^ sin a, 

einfacher 

(1) I = - tpy, V = 9^, S = /"C^; y)- 

Aus diesen Gleichungen folgen 

^y ^' ^y ' dy "^ dy^ 

dj dqp_ ^^ d«qp^ dt^ ^__ r^ 

^2r " dz ' dz dz ^ dz '^ ' 

Es ist demnach die Dilatation 

und wir erhalten mit der Bezeichnung 

durch nochmalige Differentiation 

(3) A*| y^^-, A'fl^xg, A*5 = AY. 

Nach den Bewegungsgleichungen für beliebige isotrope Körper 
§ 65^ (5) müssen, wenn nach den fraglichen Verrückungen bei con- 
stanten P, r Gleichgewicht möglich sein soll, wegen = die 
Beziehungen bestehen 



l 
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Sie liefern mit den darüber stehenden Ausdrücken 

Aus der ersten Gleichung folgen , wenn d'^ Integrationsconstante 
bedeuten^ 

Da aber für z «^O der Winkel 9 verschwinden muss, so haben wir 
als Bedingungen für die angenommenen Verrückungen in beliebigen 
isotropen Körpern 

(4) 9"-»s>, AV=0 + 0-O. 

Der für alle Punkte eines Querschnitts constante Winkel q> muss 
proportional der Entfernung vom Einspannungsquerschnitt sein. 
Den Winkel 

(5) ^ = "7 ^^®^ g) für j? = 1 
pflegt man Torsiansunnkel zu nennen. 

Aufgabe 82. Verschiebungsarbeiten beliebiger isotroper KSrper. 

Nach § 65. 

Die Yerschiebungsarbeit und virtuelle Verschiebungsarbeit be- 
liebiger isotroper Körper durch die Spannungen am Ende der Verschie- 
bungen auszudrücken. 

Wir betrachten die Spannungen als Potentialspannungen , wie 
es nach den Erfahrungsformeln und der ersten theoretischen Ab- 
leitung immer zulässig ist und haben dann in dem Ausdrucke für 
die Verschiebungsarbeit beliebiger Körper 

(1) D=r»dK, 

als specifische Verschiebungsarbeit bei m(x, y, 0) von Beginn bis 
zu Ende der Verschiebungen 

(2) ^ = r(X,da?,+ Yydy,+ Z,d0,+ Xydg:cv + Y,dg^, + Z:cdgsz). 

to 

Aus § 49, (5) (6) folgen für isotrope Körper 

_ dX^ + dp _dX^ 

dY +dp dY, 

»y» = — 2ff » ^9y' = -~G~> 

dZ^+dp dZ^ 

ai, = - — YG^' > "^" °^ ~G * 
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Die Substitution dieser Werthe in (2) ergibt 

t 

(3) ^ = l|- (* + 2/q dl)) , 

mit den Bezeichnungen '» 

Q = X. + Ty + Z, = ^ + B + C, 

Q, if sind nach § 14, (15) (16) unabhängig von den Richtungen 
der rechtwinkligen Coordinatenaxen, Ä, B, C sind die Hauptspan- 
nungen bei m. 

Setzen wir f&r isotrope Korper allgemein (Aufgabe 59) 

dann folgt auch 

t 

(7) ^==_L-(^__ßL) + „jQrf,, 

worin nach der theoretischen Ableitung e <= 4 zu setzen isi Die 
Gleichung (7) läset sich mit Rücksicht auf (4) (5) in verschiedene 
andere Formen bringen. Beispielsweise können wir schreiben 



(8) 



» = 



V+^/ + ^/ X^Y^+Y^Z^ + Z^X^ 



2E bE 






oder einfacher 



.Q. - A} + B\±C* AB + BC-\-CA , , „ , 



t 

./c 



Das verbleibende Integral lässt sicli erst berechnen, wenn man weiss, 
wie sich während der Verschiebungen r mit Q geändert hat. Im 
spannungslosen Zustande ist mit Temperaturänderungen keine Ver- 
schiebungsarbeit verbunden. Der spannungslose Zustand eines Körpers 
setzt voraus, dass auch keine Oberflächenkräfte existiren. 

Für die virtuelle Verschiebungsarbeit haben wir nach § 41, (1) 
im Falle von Potentialspannungen 

(10) S) = fx^x, + Y,y, + Z,0, + Xyg.y + Y,gy, + Z,g,,) dK, 

und nach Einsetzen der Verschiebungsausdrücke § 49, (5) (6) mit 
den Bezeichnungen (4) 
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(11) 'S) = ~ (H, + pQ) dK 



-/ 



Das Integral ist auf alle Eörperelemente auszudehnen, t -{- pQ stellt 
die specifische virtuelle Verschiebungsarbeit bei m (x, y^ js) dar. 

Aufgabe 83. YerscUebungsarbeit gerader und emfaeh gekrflmmter 

Stäbe. Nach § 65. 

Es soll die Verschiebungsarbeit gerader und einfach gekrümmter 
Stäbe unter den in den Aufgaben 43, 50 erwähnten Voraussetzungen 
der technischen Biegungstheorie abgeleitet werden. 

Wir gehen von Aufgabe 50 aus, deren Voraussetzungen die- 
jenigen der Aufgabe 43 als speciellen Fall enthalten. Fassen wir 
zunächst einen Stabtheil zwischen zwei anfänglich um die Axlänge 
ds entfernten Querschnitten ins Auge. Für eine der Axe parallele 
Faser vom Querschnitte dF bei v sei zu irgend einer Zeit die de- 
formirende Kraft 

öd F. 

Dann ist die Längenänderung im nächsten Zeitelement 

ds,d[ar + ^) = ds [l + ^) d (ar -f- ~) , 

und die Verschiebungsarbeit unmittelbar oder nach § 81, (11) 

ds{l + ^)<JdFd(aT + ^). 

Die entsprechende Verschiebungsarbeit für alle Fasern zwischen den 
beiden Querschnitten ist 



dsf{l + ^)cd{ar + ^)dF, 



wenn das Integral sämmtliche Elemente dF des Querschnitts x um- 
fasst. Für einen beliebigen Stababschnitt von x = Xq bis a? = a; 
haben wir die Verschiebungsarbeit während der Aenderungen dt, dtf 

X 

(1) dD = fds f{l + ^)tfd(at + J) dF, 

Xo 

und während des Entstehens der ganzen öj t 



(2) 



X ( 

D =psr(l + y) (Ä + apdr) dF, 
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worin f&r anfänglich gerade Stabe v^r ^^0 zu setzen ist (r «» cx)) 
und die Zeiten t^, t sich auf Anfang und Ende der Verschiebungen 
beziehen. 

Es mdge nun wie gewohnlich t; : r gegen 1 zu vernachlässigen 
sein. Dann haben wir nach (1) die ganze Yerschiebungsarbeit 

X t 

(3) D= Täsf j^l. (IF + /a dF Ce (lt\ 



(4) <y--^ + ^f, 



CdF = JP, CvdF==(i, A* dF — ®, 

also 

wenn JE^ a, dt ftlr je einen Querschnitt constant angenommen werden, 



(6) 



X s 



Xq to 

Sind wie bei den Balken der Aufgaben 44 — 49 Nx = 0, ds = dx, 
dann wird einfacher 

X 



0) 






«0 

und hat man wie bei Ketten überall Jf« »= ; so liefert (6) 

X i 



(8) 



I) -/{^If + ''f^'^^) ^'- 



Mit Na = S constant und oj^ == 0, a; = Z entsteht hieraus die Ver- 
schiebungsarbeit eines lediglich axial gezogenen oder gedrückten 
Stabes 



(9) 






in üebereinstimmung mit § 81, (16). Da nach A. 50, (9) für Jfx = 
die Normalspannung 6 f&r den ganzen Querschnitt x constant gleich 

NgiF ist, so folgt aus (1) bei Beachtung von /t;di^=0, dass 



— 206 - 

die Formel (8) auch bei beliebigem v : r gilt Gleichung (6) zeigt^ 
dass im Falle ^« «» für je einen ganzen Querschnitt gleichmässige 
Temperaturänderungen keinen Einfluss auf D haben. Besteht ein 
System aus mehreren einfach gebogenen oder axial beanspruchten 
Stäben y so ist obigen Ausdrücken für D ein alle Stäbe umfassen- 
des Z vorzusetzen. 

Aufgabe 84. Virtuelle Verschiebungsarbeit gerader und einfach 

gekrümmter Stäbe. Nach § 65. 

Es soll unter den Voraussetzungen der vorigen Aufgabe die 
virtuelle Verschiebungsarbeit der Biegung gerader und einfach ge- 
krümmter Stäbe abgeleitet werden. 

Für die virtuelle Verschiebungsarbeit sind während der ganzen 
Verschiebungen die Spannungen constant wie am Ende derselben 
(§ 41). Betrachten wir wieder ein Stabstück zwischen zwei um die 
Axlänge ds entfernten Querschnitten. Für eine der Axe parallele 
Faser vom Querschnitte dF bei v ist die schliessliche Beanspruchung 

6dF, 
und die entsprechende Längenänderung bei einer Temperaturände- 
rung t 

ds, {at + ^) = ds (l + y) (at + |r), 

also die virtuelle Verschiebungsarbeit 

ds(l + ^)(ar + ^)<fdF. 

Die virtuelle Verschiebungsarbeit für alle Fasern zwischen den an- 
genommenen Querschnitten wird bei Ausdehnung der Integration 
auf den ganzen Querschnitt x 

ds r{i+^){af\-^)adF, 
und für ein beliebiges Stabstück x ^= x^ bis x = x erhält man 



X 



(1) S)=/rfs /(l + f)(ar + |^)tfdf, 

worin für anfänglich gerade Stäbe v : r verschwindet. 

Es möge nun wieder v : r gegen 1 zu vernachlässigen sein, 
dann folgt aus (1) 

(2) S) = /ds ( jaxcdF + /-J dF) , 



«b 
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nnd wenn E, «, t Hit je einen ganzen Querschnitt constant sind, 

« 

nach Einführen der schon in voriger Aufgabe verwendeten Ausdrücke 



I ödF^N^, / 0^dF=^ 






als virtuelle Yerschiebungsarbeit 



(3) 






Sind wie bei den Balken der Aufgaben 44 — 49 Nx = Oy ds = dx 
zu setzen, dann wird einfacher 






(4) a)=y ,,^-d* = 2A 

«0 

und hat man, wie bei Ketten, überall Mx »= 0, so liefert (3) 

9 



J & + «*) 



(5) %=^l[^ + at)N,d8. 

Für den lediglich axial gezogenen oder gedrückten Stab wird hier- 
aus mit Na^^ S constant und x^^^O^ x =^l 

(6) <S>^^~ + lSar, 

wie wir auch aus § 81,(11) (15) entnehmen konnten. Entsprechend 
dem am Schlüsse der vorigen Aufgabe Gesagten folgt aus (1), dass 
die Formel (5) auch bei beliebigem v : r gilt. Gleichung (3) zeigt, 
dass im Falle Nx'^O für je einen ganzen Querschnitt gleichmassige 
Temperaturänderungen keinen Einfluss auf S) haben. Besteht ein 
Bystem aus mehreren einfach gebogenen oder axial beanspruchten 
Stäben, so ist den obigen Ausdrücken für S ein alle Stäbe um- 
fassendes Z vorzusetzen. 

Aufgabe 85. Anwendungen von Clapeyron's Theorem. Nach § 67. 

Es sollen mittelst des Clapeyron'schen Theorems unter Voraus- 
setzung der technischen Biegungstheorie berechnet werden: 

1) für die in Fig. 16—18 (S. 76) skizzirten Balken von constan- 
tem E® die Einsenkung f unter der Last P; 

2) für den in Aufgabe 54 betrachteten Bogen mit Kämpfer- 
gelenken den einer gleichmässigen Temperaturänderung t 
und einem Ausweichen der Stützen um A2 entsprechenden 
Horizontalschub H. 



— 208 - 

Nach § 39 oder § 67 haben wir als Ausdruck des Princips der 
virtuellen Verrückungen im Falle SR + SR «« (insbesondere wenn 
Arbeiten infolge ortlicher Unstetigkeiten der Yerrückungen nicht 
vorkommen und etwa vorhandene Massenkräfte durch Oberflächen- 
kräfte ersetzt werden) für beliebige Körper 

(1) © = 3), 

worin @ die Arbeit der mit ihren Endwerthen constant gedachten 
Oberflächenkräfte, 3) die virtuelle Verschiebungsarbeit bedeutet. 
Wird hierin S) isotropen Körpern entsprechend gesetzt, so entsteht 
ein verallgemeinerter (auch für Temperaturänderungen und Be- 
wegungen der Stützen gültiger) Ausdruck des Clapeyron'schen 
Theorems, der sich besser wie die Clapeyron'sche Gleichung © = 22) 
für praktische Berechnungen eignet. Bei Ansatz von ® ist die Ar- 
beit einer Kraft positiv oder negativ einzuführen, je nachdem die 
Projection der Verrückung ihres Angriffspunktes auf die Richtungs- 
linie der Kraft in die Richtung der letzteren oder entgegengesetzt 
derselben fällt (je nachdem die Componente der Verrückung des 
Angriffspunktes in der Richtung der Kraft positiv oder negativ ist^ 
Aufgabe 35). 

Berechnung von Einsenkungen. Nach A. 84, (4) haben wir, 
wenn E, cc, r für je einen ganzen Querschnitt constant sind^ die 
virtuelle Verschiebungsarbeit des ganzen Stabes 

(2) 'Si=J^dx^2D. 



Aufgabe 45 mit 46 liefert 

für Fig. 16 von a; «= bis a; == i, JK, = — P (? — x), 

„ Fig. 17 „ a: = „ a: = |, Jf, = P| , 

„ Fig. 18 „ x = „ 0^ = 4, M,= P^^' 

Da nun in allen drei Fällen © = Pf ist, so erhalten wir bei con- 
stantem E& als Bedingungsgleichungen fdr f 





l 
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and Iiieraus nach Ausführen der Integrationen 

PI* 



(3) 



ftr Fig. 16 
„ Fig. 17 
„ Fig. 18 






SE9 > 

PI* 

pp 



192 ES ' 

wie auch in Aufgabe 46 mittelst der Gleichung der elastischen 
Linie gefunden wurde. Für je einen ganzen Querschnitt constaute 
Temperaturänderungen haben also keinen Einfluss auf die Ein- 
senkungen^ was nach Aufgabe 56 für ^^ = immer gilt. 

Das vorgeführte Verfahren lässt sich auch bei variablem Quer- 
schnitt anwenden. Fassen wir den in Fig. 59 angedeuteten, bei 
Federn vorkommenden Fall ins Auge. Breite und Trägheitsmoment 
des Querschnitts an beliebiger Stelle x sind 

, l — aj , 



e 



i 







yfj> 



Fi«. 59. 



Daher hat man nach (1) (2) 



Pf 






p*p 



woraus die Einsenkung bei l 



/• = 



PV 



ePV 



2£©o -ß^^oÄ' 



Bereclmang eines Horizontalsohubs. Nach A. 84, (3) können 
wir Gleichung (1) für den vorliegenden Fall in Anwendung auf den 
ganzen Stab wie folgt schreiben 



Wbtraüch, Aufgaben lur Theorie elaat. KArper. 



14 
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worin nach Aufgabe 51 

Mx= — Hy, Nx = H cos 9. 

Da ferner dx = ds cos q>y so folgt 



i 



(4) ^l = ''rl+ß^^^ + ^-^)ä. 

Führen wir wie in Aufgabe 54 constante Mittelwerthe 

c = ES cos (p, n = — 

eiüf dann wird aus (4) 

i 

TT / 



Bei parabolischer Stabaxe hat man 

y = 7.- a; (? — x), ig9 = ^ (l — ^) ■ 

Damit ergibt sich 



TT /^ ^ O- /^ 

AZ = ar Z H I y^dx -\- j cos* 9 da;. 



fy'dx^'^ßi-^ 



Xf3?dx = ~j^, 



15 



und wenn vorübergehend 

1 I* 

tgg) = xi, cos> = j-3pp, dx = — Yfde 

gesetzt werden, 

/ cos>diC = - i^ / j-^^- , = ^ (arctg z^ — arctg ^0 = ^ 9?« 



Wir haben nun nach (5) 

woraus der verlangte Horizontalschub 

~ 8^ + 16«^" 



in üebereinstimmug mit A. 88, (15). 
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Aufgabe 86. Arbeitsbedingiing fBr isotrope K8rper. Nach § 68. 

Es soll eine Formel aufgestellt werden ^ mittelst welcher für 
beliebige isotrope Körper solche statisch oder mechanisch unbe- 
stimmte (bei bekannten äusseren Actiykräften und Yerrückungen, 
aber unbekannten Gesetzen der inneren Kräfte) Grossen H^ M^ 
N, . . berechnet werden können^ deren Function die Yerschiebungs- 
arbeit ist. 

Wir gehen von den Formeln und Bezeichnungen der Aufgabe 82 
aus. Für einen beliebigen Körper oder Körpertheil ist die virtuelle 
Yerschiebungsarbeit 



(1) ^^~-l(i,+pQ)dK, 

und das Doppelte der wirklichen Yerschiebungsarbeit 

t 

(2) 22) = ^^ / (V + 2/0 dp) dK. 






Nun können wir auch schreiben 



5) = A- 



= TG /(^ + ßdp+ CpdQ) dK, 



daher folgt durch Subtraction 



(3) 



3) = 2D - -2^ jdK l(Qdp—pdQ), 



and ist die vollständige Variation von 2) 
(4) (ja) 



= 2dD - l^ fiQSp -p8Q) dK 



Weil aber nach § 41, (12) 

80 liefert (4) 

(5) SD = d.OX + n) + -^ iiQ8p-pdQ)dK, 



kf(QSp-p 



und wir erhalten wegen 
(6) 



SJ>=^^f[^+QSp)dK 



die allgemeine Arbeitsbedingung 
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(7) -^ / (8i> + 2pdQ)dK=.d.0X + ^). 



-/< 



Hierin sind d^, SQ die YoUständigen Variationen der in Aufgabe 82 
ausgedrückten Spannongsfunctionen ^, Q, und ^,U^ ^,91 bei con- 
stanten Verrückungen die Variationen der Arbeit U aller mechanisch 
unbestimmten Reactionscomponenten und der Arbeit 91 infolge Ton 
ünstetigkeiten der Verrückungen. 

Sei nun X irgend eine der zu bestimmenden Grossen H, M, 
Nf.., dann lautet die Bedingungsgleichung für X 

W -ägJ \dx + ^^ Jx) ^^ dx — 5 

man hat zur Bestimmung von X die Arbeit 

(9) '^ = Tr / (* + 2l>Q) dK — M-^ 



bei coDstant gedachtem p und Constanten Yerrückungen zu einem 
Minimum zu machen. Für beliebige isotrope Körper ist 

(10) l' = ^4(^+«^--7^)> 

worin nach der ersten theoretischen Ableitung £ = 4 und für feste 
Körpfer P = 0. Speciell für P + «T^r = erhalten wir damit 



(11) 



^ = ^/(^ - ih) ^^' 



und zur Bestimmung von X, wenn noch ^, (U + 91) «= ist, 

Es tritt dann das Frincip der kleinsten Verschiebungsarbeit ein. 

In § 68 wurde bewiesen, dass das Princip der kleinsten Ver- 
schiebungsarbeit für beliebige isotrope Körper mit yeränderlicher 
Temperatur dann gilt, wenn ^< (U + 9i) = ist und die Verschie- 
bungen ohne Dilatation stattfinden. Da allgemein 

(13) p^p+Jr-2Gj^, 

SO folgt für diesen Fall durch Gleichsetzen mit (10) 

(14) p==p + Jx = _-ö, 

und die Verschiebungsarbeit nach (2) 
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(15) 



^ - iäß^ - ^) ^^> 



woraus die Bedingung f&r X 

wegen (14) in üebereinstimmung mit (8). Allgemein hat man für 
Verschiebungen ohne Dilatation zur Bestimmung Yon X. nach (8) 
mit (14) 






.)«-'-i^. 



X 3 dX 

Ueber das Verschwinden von U, SR siehe § 68. 

Aufgabe 87. Arbeitobedingung fBr gerade und einfach gekrftmmte 

Stabe. Nach § 68. 

Es soll unter den Voraussetzungen der technischen Biegungs- 
theorie gerader und einfach gekrümmter Stäbe eine Formel auf- 
gestellt werden, mittelst welcher solche statisch* unbestimmte 
Grössen berechnet werden können , deren Function die Verschie- 
bungsarbeit ist. 

Wir halten uns an die Bezeichnungen der Aufgaben 83 , 84. 
X sei irgend eine der gesuchten Grossen Hy M, N, .. . 

GewSlmliolLer Fall. Betrachten wir zunächst den am meisten 
interessirenden Fall, dass v : r gleich Null oder gegen 1 zu ver- 
nachlässigen ist und E, cc, r f^r je einen ganzen Querschnitt con- 
stant anzunehmen sind. Für ein Stabstück von Xq bis x ist die 
virtuelle Verschiebungsarbeit 

X 

(1) 3) ==/(w + S + «^ ^') ^'> 

und das Doppelte der wirklichen Verschiebungsarbeit 

» 

X t 



(2) 






Xo 

Nun können wir auch schreiben 



® -föi + e'f + '^fNrdx + ajtdN) ds. 



to 



} 
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Daher folgt durch Subtraction 



X 



(3) 2) = 22) —Ja dsfiN^ dt — t d JV,), 
und die vollständige Variation von S) 

(4) iJS) = 2(J2) —J{N:,8x - t8N;)ads. 

Xo 

In dem gewöhnlichen Falle^ dass ünstetigkeitsschnitte der Yer- 
rückungen nur bei Gelenken vorkommen und die Reibung daselbst 
vernachlässigt wird^ hat man nach § 42, (12) wegen 91 =» (§ 43) 

Wir erhalten damit aus (4) 

(5) ÖD = *,U +j{N,8t -xdN:c) ccds, 
und wegen 



(6) 



SB 



«0 

als allgemeine Arbeitsbedingung 



(^) 



X 

J ^^ 



Xo 



Aus (7) folgt die Bedingungsgleichung für X 



X 



(8) /r-^'-^+r'''+«rV'-'^id._''^ 

W J [_ES dX ^ \EF ^ "7 dXj ^^ dX ' 

man hat zur Bestimmung von X die Arbeit 

X 



(9) 



a« 



bei constant gedachtem t und constanten Verrückungen zu einem 
Minimum zu machen. Für r == 0, d,ll = wird ^ = D und tritt 
das Princip der kleinsten Verschiebungsarbeit ein. 

Sind wie bei den Balken der Aufgaben 44 — 49 ^^ = 0, ds=^dx, 
dann folgt X aus 
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und hat man; wie bei Ketten, überall Mx =» 0, so gilt für X 



X 



» 



y(Ä+«^) 



dN. d.VL 



Für den lediglich axial gezogenen oder gedrückten Stab wird hier- 
aus mit constantem Nx^^ 8 und ^Cq = 0, a; = Z 

f S \dSd,U 

Erleidet durch eine Aenderung von X bei ungeänderten Yerrückungen 
die Arbeit «U der statisch unbestimmten Reactionscomponenten keine 
Aenderung, dann ist die rechte Seite von (8) (10) (11) gleich Null. 
Allgemeinere Ableitung. Wir lassen jetzt die zu Anfange der 
Yorigen Ableitung erwähnten Voraussetzungen fallen, gehen aber im 
Uebrigen ganz wie in jener Ableitung vor. Für ein Stabstück von 
Zq bis X sind die virtuelle Verschiebungsarbeit und das Doppelte der 
wirklichen Verschiebungsarbeit 

X 

(13) 5) -fäsf{l + f ) (ä + «*<») ^F> 



«0 



22) =.jisj{^ + ^) (i!i + 2«/* dr) dF, 

worin die Integrale ohne Grenzen sich auf alle Elemente dF des 
Querschnitts x beziehen. Aus (13) (14) folgt 

X t 



(15) 



^ = 2D— i ds I (l + y) udF I (<fdT - rde), 



wonach die vollständige Variation von S) 

X 



(16) 



*® = 2d2)— /(^s /(l -{-y){ijSx — rdo)adF. 



«0 

WeU aber nach § 42, (12) 
80 liefert (16) 
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X 

(17) dD = Ä, (U + SR) + I d8 j {\ + y) [68t - r dij) adF, 



«0 

und wir erhalten wegen 



X 

(18) SD =ß^f{^ + t)^-W + «''*^) 

«0 

als allgemeine Arbeitsbedingung 

X 

(19) fdsj{l + f ) ( J + «'^) *<^ rfF = d. (U + 81). 
Nach (19) ist die Bedingungsgleichung für X 

(20) f^'f{^ + t) G- + «^) li '^^^ - ^J-5 
man hat zur Bestimmung von X die Arbeit 

X 

(21) %^ I dsj [\ + ~){^ + artt)dF-yi-'S( 

«0 

bei constant gedachtem r und constanten VerrÜckungen zum Mi- 
nimum zu machen. Im Falle r = 0, d, (U + 91) = wird Ä = D 
und tritt das Frincip der kleinsten Verschiebungsarbeit ein. 

Sind Ey a, x für je einen ganzen Querschnitt constant und v : r 
gegen 1 zu vernachlässigen; dann folgt aus (21) mit 



die Arbeit SC 



(22) 






und als Bedingung für X 



X 

(23) J \:eb tx + Vff + «V axj '^'^ = 8z ' 

woraus für a,3i = wieder (9) entsteht Für JV^j = 0, ds = d« 
wird aus (23) 
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^^*i J E0 dx "* dx ' 

und fOr JCc — 

(25) yu;'-+«^)äf'i*--^^T^- 

Da nach A. 50, (9) für Mx^^^O die Normalspannung 6 für den 
ganzen Quersclinitt x constant gleich Nx : F ist, so folgt aus (20) 

bei Beachtung Yon j vdF ^=»0, dass Formel (^5) und damit auch 

(11) nicht .an die Bedingung eines gegen 1 verschwindenden t; : r 
geknOpft sind. Gleichung (23) zeigt, dass im Falle Nx'^O fBr je 
einen ganzen Querschnitt constante Temperaturänderungen keinen 
Einfluss auf X ausüben. 

Besteht ein System aus mehreren einfach gebogenen oder axial 
beanspruchten Stäben, so ist den obigen Ausdrücken für D und 
damit auch den linken Seiten der Bedingungsgleichungen für X ein 
alle Stäbe umfassendes Z vorzusetzen. Beispielsweise liefert (25) 
für ein System von lauter axial gezogenen oder gedrückten Stäben 

für SR as in Uebereinstimmung mit A. 85. 

Aufgabe 88. Anwendungen der abgeleiteten Arbeitsbedingong. 

Nach § 68. 

Es sollen mittelst der in voriger Aufgabe erhaltenen Arbeits- 
bedingung abgeleitet werden: 

1) Die Endmomente Mj M' des beiderseits mit horizontaler 
Axe festgeklemmten Balkens c) der Aufgabe 46; 

2) die Grundgleichung zur Berechnung der Stützenmomente 
continuirlicher Balken für verschiedene Stützhohen; 

3) der Horizontalschub des in Aufgabe 54 betrachteten sym- 
metrischen Parabelbogens mit Kämpfergelenken. 

Beim Ansätze der Arbeit U statisch unbestimmter Stützen- 
reactionen ist die Arbeit einer Kraft positiv oder negativ einzu- 
führen, je nachdem die Projection der Verrückung ihres Angriffs- 
punktes auf die Richtungslinie der Kraft in die Richtung der letzteren 
oder entgegengesetzt derselben fällt (Aufgabe 35). 



-» -»=»,4, 



/'--, 






" '""/-, 






"""'"i.-^k^ 



"^«utA.is 



CiS). 
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OontiniürliolLer Balken. Wir wählen die Bezeichnungen wie in 
den Aufgaben 44, 47, betrachten einen Stababschnitt zwischen den 
Stützen r — 1 und r -{- 1 und haben nach A. 87, (10) als Bedingung 
für ein beliebiges Stützenmoment Mr 

'r-l fr 



(5) 






' dx 






ES dM^ 



worin dtVi die Aenderung der Arbeit aller statisch unbestimmten 
Reactionen gegen unseren Stababschnitt infolge der Aenderung dMr* 
Eine solche Arbeit leisten die Reactionen A^ Ä in den Oeffnungen 
2r— 1 und Ir (Fig. 31), wenn gegenüber der geraden Axe im span- 
nungslosen Zustande eine Aenderung der Stützhöhen stattgefunden 
hat. Da in beiden OeShungen A, Mx durch (2) gegeben sind und 



(6) 



Ä = — 



M-M' +^Pa 



ist| unter M, M' die Momente über den Stützen links und rechts 
der fraglichen Oe&ung verstanden, so folgen 



in Jr-i 



n Ir 



83 



X 



dÄ 
dA 



1 
T 



l > 



dÄ 

dÄ' 



1 

1 

— • 



Hiemach wird bei constanten Verrückungen 






V — 1 



l 



+ 



e — c 

r 



r + 1 



r— 1 



und nach (5) Bedingung für Mr 

'r-l 
X 

Mxdx + — 
(7) ■' ' ^" 



•r— 1 
1 r X 



1 ri'-x 



M^dx 



C — C t 
r *'r — 1 



+ 



^r"" ^r+l 



Nun hat man bei constantem T1& ganz wie oben 

'r-l 

1 



/ 



xMxdx 



Mr-l Vr-l + 2 Mr l'r-l + ^Po (l -a)(l-\- O) 



r — 1 



•r 

ni—x)Mxdx=^ 2MrPr + Mr+i 1} +^Pa{l — a) {21 - a) 
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Durch Substitution dieser Ausdrücke in (7) folgt die verlangte 
Grundgleichung 



(8) 



j^^Pa {l — a)(l + d)— -j-^Pa(l—a)(2l—a) 






6EB, 



in Uebereinstimmung mit A. 47, (1). 

Bogen mit Kampfergelenken. Wir bleiben bei den Bezeich- 
nungen der Aufgaben 51, 54. Da die einzige statisch unbestimmte 
Beactionscomponente der Horizontalschub H ist, so folgt aus 
A. 87, (8) mit 

U = HAI, 
zur Bestimmung Yon H 



BH 



£al 



(9) 



J \eW Tu + \EF + «V TT J ^' = ^^- 



Nun hat man nach Aufgabe 54 

X 

M,'=Ax- Hy — y^P (« — o), 



(10) 



X 

Nx*^ (ä — ^P] sin 9 + -ff <^os <p, 
^ ^ 



Daher folgen 

und aus (9) wegen dx <= ds cos (p 

i 



(11) 



AI = atl — I \ -,f^ -jTjT I dx, 



Führen wie wie in Aufgabe 54 constante Mittelwerthe 



(12) c = J?© cos 9 , 

ein, so wird aus (11) 



»=>^ 



(13) 



AI 






yMxdx + 





— I Nx cos 9 da?, 
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und mit den unten berechneten Integralwerthen speciell för para- 
bolische Stabaxe 



(14) 







woraus der gesuchte Horizontalschab 

Z^Pa(Z-a)(2«+2a-a«)- .i£^^ 

/tK\ TT .2 ' +16/ '0 / bf 

(15) 5- ^5^ j,-, 

wie der Verfasser schon früher auf anderem Wege gefunden hat 
(Theorie d. elasi Bogenträger^ München 1879). Die mit n be- 
hafteten Glieder stellen den Einfluss Yon Nx dar^ werden sie ge- 
strichen, so entsteht aus (15) die Gleichung A. 54, (32). Wie in 
Aufgabe 54 lassen sich auch aus (15) die Einzelbeiträge der Be- 
lastung, Temperaturänderung und des Ausweichens der Stützen zu H 
entnehmen. 

Wollte man an Stelle der zwischen a es und a «» Z von l* 

über — P nach P veränderlichen Grösse P -]- la — a* einen con- 

stanten Mittelwerth 

i 

T / (^ + i« - «') da - -- P 


einführen, so würde aus (15) 



(16) H^ 



K4-^+i7'-) 



Bereclmang der Integrale in (13). Für den symmetrischen Pa- 
rabelbogen vom Pfeile /' hat man 

(17) y^]f,x(l-x), tg g, = */- (l - 2x), 

und damit 



oder nach Ausführen der einfachen Integrationen 
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(18) 



fyM^dx = - *S(* ^+ ir^yP«^ (l -a)(p + la- a«). 

./ 





Wegen (10) und 



7 dy dx j 9 7 

sin (p cos 9 »^ = ^ ^ dx = cos'' tp dy 



können wir schreiben 



(19) 1 



/ Nx cos 9> da; = -4 / cos* g>dy — j ^P cos q> dy 







1 1 cos* 9> 





Setzt man zur Abkürzung 

dx = — ^ dg, dy = 0dx =^ — ^ 0dZy 

und bezieht z^y 0i auf die Abscissen und l, so folgen 

i i 

/* Z* /^ (i^ 2* z* 

cos* tpdx^-:^ I j-qry« = 87 (arctg 0^ — arctg ^0 = ^ q)^, 



/* l* /^ zdz P ^ + V 





X 



y cos« q>dy=- /^^ logn Lt j], ^^ logn (l + ^^^I) 

Mit Rücksicht auf die Kleinheit des letzten Quotienten können wir, 
die weiteren Glieder der logarithmischen Reihe yernachlässigend, setzen 

^Og^ \^ It + 16/-«/ = l* + Up^ 

womit 



/ 



cos*9)dy = jr:^^, 





und wenn b die Ordinate der Stabaxe bei Abscisse a bedeutet 
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f^P cos« g> dy =^P /los« 9 dy = ^-,-^1^ Jj»? (y - h). 



Hiernach wird speciell 



./ 



und mit den berechneten Integralwerthen folgt aus (19) 



(20) 



/k cos fpdx = ^,~^-,^Pa (l^a) + ^H. 



Aufgabe 89. Arbeitsbedingnng für combinirte Systeme. 

Nach § 68. 

Es soll die in Aufgabe 87 gefundene Arbeitsbedingung fdr 
Systeme specialisirt werden, welche aus yerschiedenartig bean> 
spruchten Theilsystemen bestehen. Sodann sind abzuleiten: 

1) Für das aus parabolischem Bogen und Horizontalstange 
combinirte System Fig. 60 die Beanspruchung X der Stange bei 
beliebiger Belastung des Bogens und gleichmässiger Temperatur- 
änderung jedes der beiden Theile; 

2) für die in Aufgabe 53 betrachtete Kette mit Versteifungsbalken 
der von beliebiger Belastung, gleichmässiger Temperatuiunderung der 
Kette und Bewegung ihrer Stützpunkte herrührenden Horizontalschub 
unter Vernachlässigung der Aenderungen der Tragstangenlängen. 

Das System möge bestehen aus einem Theilsysteme 1, für 
welches ^^ = 0, ds =^ dx gesetzt wird, einem Theilsysteme 2, für 
welches Mx »» ist, einem Systeme 3 lediglich axial beanspruchter 
Stäbe und einem Systeme 4, für welches keine dieser Voraus- 
setzungen erfüllt ist. Dann können wir die auf der linken Seite 
mit einem Z versehene Bedingung A. 87, (8) zur Bestimmung irgend- 
welcher statisch unbestimmter Grossen X schreiben 



ES Tx ^^ +/ U^^- + "V TX ^' 



(1) 



8 

8 . \ .dS 



+2'(^F + «V^ 



-J [we Tx + \^F + «V äx J <*« ■= äx ' 
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worin die Summen Z und Integrale den durch ihre Indices ange- 
deuteten Theilsystemen entsprechen. 

Bogen mit Horizontalstange. Beziehen sich die Bezeichnungen 
mit dem Index ' auf die Stange und wird ein Zug in derselben als 
positives X eingeführt, so hat man nach (1) wegen U «= 



(2) 



/[ 






+ (w + «^)S]'^* + (/f + «''^')^"=o 



Fflr den Bogen sind mit H ^ — X nach Aufgabe 51 



M, 






^x = F« sin g> -f- J3" cos 9>, 




Fig. eo. 



und hierin Ä, Vx wegen ä; = Yon H unabhängig. Daher folgen 



dM^ 



dN^ 



y 



cos 9>. 



dx ~^' dx 

womit aus (2) bei Berücksichtigung von dx =■ ds cos <p 



Wird nun die Axe parabolisch und ein constanter Mittelwerth c 
von E0 cos (p eingeführt, dann folgt bei Vernachlässigung des ge- * 
ringen Einflusses von Nx auf X mit dem Integralwerthe A. 88, (18) 
aus (3) 



+ {cct — ar) Z «a 0, 
woraus die Beanspruchung X 
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i:P«(i-a)(P + I«-a») 

/4\ X -? t- _L "■' — ''■' 

^^ »r*. 3c l* ' 8/' . 1 



* * 






rxivr 



5 ^ KF 15c ^ jbTJ^ 

Die Gleichung zeigt, dass bei gleichem Material von Bogen und 
Stange eine gleichmässige Temperaturänderung des ganzen Systems 
ohne Einfluss auf X ist. Ebenso bewirkt ein Ausweichen der Stützen 
keine Aenderung der Beanspruchungen. För eine starre Stange ent- 
steht mit E «s cx>, a *= dasselbe Hj wie beim Bogen mit Kämpfer- 
gelenken und unverrückbaren Stützen; für jF' = wird jHr«=0, 
der gebogene Stab wirkt als Balken. Wollte man den Beitrag Nx 
zu X berücksichtigen, so wäre mit constantem Mittelwerth n = @:F 



^p dx=^ — I Nx cos tp dx 



nach A. 88, (20) in 3) mit einzusetzen. 

Kette mit Versteifongsbalken. Nach (1) haben wir mit den 
Bezeichnungen der Aufgabe 53 zur Bestimmung des Horizontal- 
schubs H 

cm^ dM^ r ^x \ ^^x _ ^,^ 

w j ES HS ^^ +/ eg^öT^ + "7 JH ^ TS' 



wenn sich das erste Integral auf den Balken, das zweite auf die 
Kette bezieht. Da nun 

und hierin (M,) von H unabhängig, so folgen 

* -_- Y . - -- A7 

oH ^' dH~costp> dR ~ ^' 

Die Bedingung für H wird damit 



I 



(6) 



//IT \ dx /* -ac 

/ \(ggco8<jp ' / COS* 9 / ES ' 





Diese Gleichung stimmt bei Nichtberücksichtigung eines lieber- 
Ziehens der Kette und von Aenderungen der Tragstangenlängen mit 
A. 53, (17) überein und folgt daraus ganz wie dort bei parabolischer 
Kette der Horizontalschub für beliebige Belastung und gleichmässige 
Temperaturänderung 

Wbtsauch, Aufgaben xnx Theorie elaat. Körper. 1^ 



(7) ^ = 
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. 1 

^ Päd 


aW + la a«) ''gff («- - 


a; 


shi^ r^ ^^ 


l 




12i;©e 





) 



SCh' 



Aufgabe 90. Zum Satze von der Erhaltung der lebendigen Kraft. 

Nach § 70. 

Zu zeigen, dass die lebendige Kraft eines Systems auch Func- 
tion der Coordinaten der Systempunkte allein sein kann, wenn die 
wirkenden Kräfte kein Potential besitzen und von der Zeit ab- 
hängen. 

Man hat in allen Fällen 

(1) dL =^{Xdx + Ydy + Zde), 

unter X, T, Z die resultirenden (äusseren und inneren) Kräfte auf 
Funkt m {Xy y, z) in den Richtungen Xy y^ z verstanden. Es seien nun 



(2) 



■^ dx^'' dt *' IrfT 

dp I dx dz 






dp 



+ a 



dt 

dy 



— 6 



dt ' 
dx 



dz ^ dt dt ^ 

worin p^ a^ b^ c irgend welche Functionen von Xj y, e bedeuten. 
Dann folgt 

4f + ^if-+^d* 



Zdx , fT- dy , rr dz dp 



and für das ganze System 



,S^(«- 



(3) L-L,^2i^-Po)' 

Es ist also L Function der x^ y, z allein. Die auf die lebendige 
Kraft Einfluss nehmenden Theile der wirkenden Kräfte entsprechen 
dem Potentiale Tp. 

Sehen wir zu, welche Bedingung diejenigen Kraftresultanten 9i 
erfüllen, die von der Zeit abhängen und keine Aenderung der leben- 
digen Kraft bewirken. Für Punkt m sind ihre Componenten in 
den Richtungen x, y^ Zy wenn r die Grösse und Richtung der re- 
sultirenden Geschwindigkeit dieses Punktes bedeutet^ nach (2) 

3£ = (r cos {rz^ — er cos (ry), 

^ SS er cos (rx) — ar cos {rz)j 

^^szzar cos (ry) — hr cos {rx). 



(4) 
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Multiplicirt man diese Gleichuugea der Reihe nach mit cos (rx), 
cos {ry)y cos (rjgr) und addirt, so folgt die Componente von SR in 
der Richtung r 

(5) 3£ cos (rx) + ?) cos (ry) -\- Qcos (r^) ^= 0. 

Die nicht als Functionen von x, y, z darstellbaren Theile von X, F, Z 
entsprechen einer Resultante 9t; welche senkrecht zur resultiren- 
den Geschwindigkeit von m wirkt. 

Auf vorstehenden Fall hat zuerst Lipschitz hingewiesen {Helm- 
holtZy wissenschaftl. Abhandl. I^ 1882, 8. 70). 

Aufgabe 91. Fallen ans nnendlielier Ferne. Nach § 71. 

Ein Korper bewege sich unter alleiniger Einwirkung der dem 
JVeu;^'8chen Gesetze folgenden Anziehung eines Weltkorpers gegen 
die Oberfläche des letzteren. Mit welcher Geschwindigkeit kommt 
er an^ wenn der Fall in beliebiger Entfernung und beispielsweise 
in unendlicher Entfernung beginnt. 

Wir denken uns den Ursprung der Coordinaten in den Mittel- 
punkt des Weltkorpers und die r-Axe durch den Schwerpunkt des 
angezogenen Körpers der Masse m gelegt Sind dann g, g^ die Ac- 
celerationen des Falles bei r, r^^ in beliebiger Entfernung und an 
der Oberfläche, so wird die Anziehung bei r 

(1) S'^mg^mgo^^ 

Daher folgt fQr die Bewegung von r^ bis r 

r r 

j Sdr = mg^r^^ j^ = mg^r^^ ("^ ~ "f )' 

und wenn F, F^ die Geschwindigkeiten bei r, r^ bedeuten nach 
§ 69, (5) 



wF' __ mV^^ ^ 



»»5'o*'o 



r. --- r 



8 M 



oder auch 

(2) F» = F,« + 2<7oV-':^. 

Für r =^r^ ist F = Fj imd da in unserm Falle der Korper seine 
Bewegung infolge der Anziehung des Weltkörpers erst beginnen 
soll, so ist Fl = und fftr den Fall von r^ «= c» bis r = r^ 

(3) Vo = V^9^o> 

für den Fall aus beliebiger Entfernung r^ bis zur Oberfläche 

16* 
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— r 



(4) r=Fo]/^-'% 
und für den Fall von beliebigem r^ bis zu beliebigem r 

(5) ^=^ol/^ 

Wir hätten die Aufgabe in engerem Anschlüsse an das Princip 
von der Erhaltung der Energie lösen können. Nach § 71, (1) ist 
allgemein 



P-y-s., =—,.vf+co»t. 



für r = r^, = — »»i7o*'o + Const., 

also potentielle Energie bei r 

(6) . P^mg,r,'-^, 

und nach § 70, (3), wenn die Bewegung bei r^ mit der Geschwin- 
digkeit Fj beginnt, 

(7) -2~ + ^^0^0 — T^ = C= -g^ + mg^r^ 7" ' 
Hieraus folgt 

welche Gleichung mit (2) übereinstimmt und wie diese auf die 
Specialformeln (3)— (5) fahrt. 

Beispiel An der Oberfläche der Erde bei r^-» 6 366 500 m 
Bei g^ «= 9,8089 m. Die Aufschlaggeschwindigkeit für den freien 
Fall aus unendlicher Ferne und aus der mittleren Entfernung 
r^ BS 384 097 000 m des Mondes zu berechnen. 

Für den Fall aus unendlicher Feme wird 



F^ = )/2 . 9,8089 . 6 366 500 — 11 176 m, 
f&r den Fall aus der Mondentfernung 

F= 11 176]/^^^^ = 10990 m. 

Obige Formeln geben auch die radiale Geschwindigkeit in jeder 
Entfernung r, wenn der fallende Körper nebenbei noch eine Ge- 
schwindigkeit senkrecht zu r hat. Femer gelten die Gleichungen 
nicht nur für eine „Anziehung^^ im gewöhnlichen Sinne, die Er- 
scheinung der Gravitation kann dabei auf Aetherdruck von Aussen, 
auf transversale Stösse des spiralförmig dem Weltkörper zufliessen- 
den Aethers u. s. w. zurückzuführen sein. Ueber neuere Anschau- 
ungen in dieser Richtung siehe IsenkrahCy das Räthsel der Schwer- 
kraft, Braunschweig 1879, und Föhre, die Bewegungen im Sonnen- 
raum, Dresden 1882, auch Zöllner, Wissenschaftliche Abhandlungen I, 
Leipzig 1878. 
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Aufgabe 92. Erhaltnng der Energie bei inneren Stabkräften. 

Nach § 72. 

Zu entscheiden, unter welchen Voraussetzungen das Princip 
von der Erhaltung der Energie im Falle innerer Stabkräfte aus den 
Grandgleichungen der Mechanik folgt. 

Als Ausdruck des Satzes von den lebendigen Kräften bei inneren 
Stabkräften hat man nach § 72, (17) 

(1) L + B^L, + K, 
worin 

(2) K=y] I {Xdx-\- Ydy + Zdg) 



-?ß 



die Arbeit der äusseren Kräfte und 



(3) 



t i 

D =^ fsdi = -2' fi^^^ + ^^y + ^^^) 



die Arbeit zur üeberwindung der inneren Kräfte (Verschiebungs- 
arbeit). Bildet nun 

(4) * ^Sdl^dU 

das vollständige Differential einer Function U hdiebiger Grössen^ dann 
folgt 

(5) D^U^U,, 

und nach (1) die ganze Arbeitsfähigkeit oder Energie des Systems 
zur Zeit t 

(6) E^L+U~L,+ U^ + K^E, + K, 
speciell fOr einen Uebergang ohne Arbeit äusserer Kräfte 

(7) E=L+U=L,+ U, = E,. 

Wenn ein Punktsystem nur unter dem Ärbeitseinflusse innerer Stab- 
kräfte S steht y für welche HS dl das vollständige Differential einer 
Function ü beliebiger Grössen bildet, dann ist der Gewinn an actueUer 
Energie L stets gleich dem Verluste an virtueller Energie U, die Ge- 
sammtenergie E des Systems bleibt constant. Wären also alle Natur- 
kräfte in Stabkräfte der fraglichen Art auflösbar ; so würde die 
Erhaltung der Energie der Welt eine nothwendige Folge von (1) 
und damit der Grundbeziehungen § 69^ (1) zwischen Kräften und 
Beschleunigungen sein, ganz gleichgültige welche anfängliche Energie 
und Gruppirung der Systempunkte angenommen werden mag. 



1 
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Weber'flolies Gesets. Einen der vorerwähnten Fälle haben wir 
bei Stabkräften des Weber'schen Gesetzes 

W ^ = -z*~ L^ ~ T \di) + T di^J 

worin k, c Constante bedeuten (Poggendorff's Ann. 1874, Jubelband 
und 1878 IV, Heimholte, Wissensch. Abhandl., Leipzig 1882) und k 
speciell bei Einwirkung der Electricitätstheilchen auf einander nega- 
tiv ist. Wegen 

dU _ ^(fl) 
dt* ~ 2dl ' 

kann man schreiben 
oder auch 

' [t ©1 



kmn 



I« 



(9) S="-^Ll+e äl 

Hiernach wird 



(10) 



yid? = -*-^[l-A(S]+Const 



Neben den Formen (8) (9) des Weber'schen Gesetzes kommt 
noch eine dritte vor. Aus 

^ vr^ y^^^^—^^^y^ ^ ^idu — di* 

^ 21 ~ Aiyr ' 

ergibt sich 
womit nach (8) 

(11) S='-^{l+ ^f ^^J^f) . 

Weiterer Fall. Ferner entspricht der obigen Voraussetzung das 
Gesetz 

auf welches man in § 77 bei Annahme von Centralkräften kommt 
Wir erhalten mit Rücksicht auf den bereits verwendeten Ausdruck 
für den Differentialquotienten in der Klammer 

(13) ßdl = ^ ^ [ßiD dl + I (^j] + Const 
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Setzen wir beispielsweise 

(14) /-(O -*'?!-+-*, 

unter h, e Constante yerstandeii; so folgen 



(15) 



q kmn j^ mn d*l 



fsdl -?^ * + I-ÜÜL. fl'Y+ Const., 

J <j— ir-^^ ^m + n\dtj ' 



und wenn die Stabkraft fElr relative Ruhe dem Newton'schen Gra- 
yitationsgesetze folgt, mit e <= 2 

Q kmn j^ mn d* J 

*"* ' y;^, _ _ i=i + ± -=!- g?)v co^i 

Aufgabe 93. Bewegnngsgleichnngen fflr specielle Fälle. 

Nach § 72. 

Die speciellen Bewegungsgleichungen und Ausdrücke für die 
Arbeit zur Ueberwindung der inneren Er&fte (Verschiebungsarbeit) 
anzugeben^ wenn letztere dem Weber'schen Gesetze, dem Gesetze 
A. 92, (12) dem Newton'schen Gravitationsgesetze folgen oder be- 
liebige Centralkräfte sind. 

Für beliebige Stabkräfte gelten die Gleichungen des § 72, in 
welchen wir die ^^ auf sämmtliche inneren Kräfte beziehen. 

Im Falle innerer Stabkräfte des Weber'schen Gesetzes 

w s - '-^ [« - ©■+ 2' m 

hat man nach § 72, (1) für jeden Punkt m 

d*x ^7T X —x r /dl\* d*n 

(2) m^ = X„ + m2'n*^^^ [c-y + 2i^J, 



und analoge Gleichungen für die Richtungen y, e. Die Verschie- 
bungsarbeit folgt aus § 72, (16) mit Rücksicht auf A. 92, (10) 



(3) z)-2ä^[.-a]-^'-^[«-ßj)]-P-P.. 
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Bei inneren Stabkiaften des Gesetzes 

(4) s = ^^^ [m + g] 

gilt für die Bewegung von m in der Richtung x 

d" x^ ^1 n x» — x„, r , d^ii 

(5) rn-^^X^ + m^! f-^-+^[m + ^.\, 

m 

und für die Verschiebungsarbeit wegen A. 92, (13) 



(6) D = 



ß 



FOr beliebige innere Centralkräfbe 

(7) S^mnF{l)^£^J{l) 
entspricht der Bewegung von m in der Richtung x 

(8) m^ = X„ + m2nF(0^^, 

m 

und der Verschiebungsarbeit 

(9) D^yimn 1 F{T)dl^ U- U^. 



D=^mn p 



Diese Formeln bilden specielle Fälle von (4) — (6). 

Für Centralkräfte des Newton'schen Grayitationsgesetzes 

(10) S = ^ 

gilt {Qr die Bewegung von m in der Richtung x 

(11) m ^ = X, + m^ nh '"'-'' , 

m 

und für die Verschiebungsarbeit 

(12) D ^^kmn ^-^=U- U„ 

wie sich aus § 72, aus (2) (3) oder (8) (9) entnehmen lasst. 

Man sieht, dass die allgemeinsten Bewegungsgleichungen för 
Stabkrafte in § 72 zugleich die einfachsten sind. In allen hier be- 
trachteten Fällen gelten die Beziehungen A. 92, (1)— (7). Auf die 
Form (5) der Bewegungsgleichungen führen unter Voraussetzung 
von Centralkiufken (7) auch die Gleichungen § 77, (1), weil 
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und alRO nach § 11, (4) 

— ._ n d^l 

Aufgabe 94. Arbeitsbedin^ng fflr Systeme mit inneren 

Stabkräften. Nach § 74. 

Es soll eine Formel aufgestellt werden , mittelst welcher fär 
Punktsysteme mit inneren Stabkräften solche mechanisch unbe- 
stimmte (bei bekannten äusseren Activkräften und Yerrückungen, 
aber unbekannten Gesetzen der inneren Kräfte) Grössen H, M,Ny., 
berechnet werden können, deren Function die Yerschiebungsarbeit ist. 

Wir halten uns an die Bezeichnungen des § 74. Die virtuelle 
Yerschiebungsarbeit ist 

und das Doppelte der wirklichen Yerschiebungsarbeit 

X i 



(2) 



2D = 2^ CsdX =2^ X (^ — ^ fsdT). 



Nun können wir auch schreiben 

X X 

S) "^'x ^^^ -PS- jSdT - JTdS). 



Daher folgt durch Subtraction 

X X 

(3) S) = 2D —^ ^ (PS + CldS — CsdT), 



und ist die vollständige Yariation von 3) 

(4) d® = 28D -2"r (^*^ + ^*^ ~ '^*^)' 
Weil aber nach § 74, (9) 

dS) = d2)+d,U, 
so liefert (4) 

(5) 8D = *.U +^^{P6S + TdS - SdT), 
und wir erhalten wegen 

(6) 8D =^ -^ (SdS - SdT) 
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die allgemeine Arbeitsbediii^uiig 

(7) ^ ^-^-^ dg-d.tt. 

Hierin ist dS die vollständige Yiiriation der Stabkraft S und d«U 
die Variation der Arbeit U aller mechanisch unbestimmten Beac- 
tionscomponenten bei constanten Verrückungen. 

Sei nun X irgend eine der zu bestimmenden Grössen H, M, N,.., 
dann lautet die Bedingungsgleichung fQr X 

rft^ ^ s^p^T ds a^ 

man hat zur Bestimmung von X die Arbeit 

bei constant gedachten P -{- T und constanten Yerrückungen zum 
Minimum zu machen. Für P+r«=0, a,U = wird Ä ■» 2) und 
tritt das Princip der kleinsten Verschiebungsarbeit ein. 

Systeme aus festen Stäben. Es handle sich um ein Stabsystem 
der im X. Abschnitt betrachteten Art. Dann haben ¥nr nach § 81 

(10) P = 0, T atEF, i — ^, 

und damit nach (8) zur Bestimmung yon X 

sowie für a^U s= in Uebereinstimmung mit § 85; (12). 

(12) 2'(/F+-)^7r-o- 

Obige Formeln gab der Verf. im WochenbL f. Arch. u. Ing. 1884. 

Aufgabe 95. Energie von Systemen mit inneren Stabkräften. 

Nach § 76. 

Die Aenderungen der in § 76 auftretenden Formen yon Energie 
für Punktsysteme anzugeben, deren sämmtliche innere Kräfte den 
in Aufgabe 92 angeführten Gesetzen folgen. 

Für innere Stabkräfte des Weber'schen Gesetzes ergeben sich 
mit Bücksicht auf A. 92, (10) 

(1) « - -2"«/' ii-X-ir e'J-2'x (tI- «-- ^'- 

Aenderung der inneren actuellen Energie 
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Aenderung der inneren potentiellen Energie 

(3) dl^—^hmndj, 

Aendenuig der ganzen inneren oder Tirtuellen Energie 

(4) dU^dW-^dl '^^-^d f^'^dD. 

9 

Für innere Stabkräfte des Gesetzes A. 92^ (12) folgen bei Be- 
achtung von A. 92, (13) 

t 

(5) « — 2' "ofiäi - ±2'sT-.[d4)"- 02- ^-^'- 

Aendening der inneren actuellen Energie 

(6) „r-i^sT-."©'- 

Aenderung der inneren potentiellen Energie 

9 

Aenderung der virtuellen Energie 

(8) dü-^dW+dI^^^^^J^2f(r)dl + d(^)']^dR 

In beiden Fällen hat man nach § 76, (8) 

(9) u^I+W^I,+ W, + D^U, + D, 
und die ganze Energie nach § 76, (10) 

worin K die Arbeit der äusseren Kräfte und L die äussere actuelle 
Energie bedeutet Für K=0 wird 

(11) E-L+U=L,+ U, = E,, 

wie sich schon in Aufgabe 92 gezeigt hat. 

Da die innere actuelle Energie gleich Null ist, wenn sämmt- 
liehe relativen Geschwindigkeiten yerschwinden, so haben wir im 
ersten obiger Fälle nach (1) 

(12) ^=2^(S' 

9 

und im zweiten nach (6) 

(13) ■ H^-i^sT-.©- 
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Aufgabe 96. Statisch bestimmte nnd statisch anbestimmte, 
stabile nnd labile Träger. Nach § 78. 

Ein Träger ist ein materielles System, welches zur Uebertragong 
von Lasten oder anderen äusseren Äctivkräften auf ausserhalb des- 
selben gelegene Stützen dient. Das System S kann aus mehreren 
Trägerstücken bestehen, solchen Theilsystemen s (§ 1), zwischen 
welchen infolge constructiver Mittel resultirende Kräfte von be- 
kanntem Angriffspunkte, bekannter Richtung oder bekannter Grosse 
wirken. Der Träger heisse statisch bestimmt oder statisch unbestimmt, 
je nachdem bei bekannten äusseren Actiykräften und Gleichgewichts- 
lagen der Trägerstücke sämmtliche Stützenreactionen durch die Statik 
allein bestimmt sind oder nicht, er heisse stabil oder labü, je nach- 
dem abgesehen von elastischen Deformationen die relative Lage der 
Trägerstücke gegen einander und zn den Stützen eine feste oder mit 
den äusseren Actiykräften veränderliche ist. Es sollen nun die Be- 
dingungen für statische Bestimmtheit und Stabilität solcher Träger 
unter der Voraussetzung aufgestellt werden, dass sämmtliche äusseren 
Kräfte und Zwischenreactionen in einer Ebene liegen (ebene Träger). 

Die Stützenreactionen eines Trägers mit n Stützen sind voll- 
ständig bestimmt durch ihre Intensitäten, Richtungen und Angriffs- 
punkte, also far ebene Träger durch je zwei Componenten und ein 
Moment Zur Ermittelung dieser 3n Grossen hat man zunächst die 
drei Gleichgewichtsbedingungen der Ebene, welchen die am ganzen 
Systeme S wirkenden äusseren Kräfte genügen müssen (denn beim 
Ansatz der entsprechenden Gleichungen für sämmtliche äusseren xmd 
inneren Kräfte fallen die letzteren wegen doppelten Auftretens in 
entgegengesetzten Richtungen mit gleichen Hebelarmen aus). Soll 
also der Träger statisch bestimmt sein, so sind constructive Anord- 
nungen derart zu treffen, dass die übrigen 3(n — 1) Grossen be- 
kannt oder durch neue Bedingungsgleichungen bestimmt werden. 
Dies kann auf verschiedene Arten geschehen. Die gewöhnlichsten 
bestehen in der Anwendung von Gelenken (Moment in Hinsicht des 
Gelenkes gleich Null) oder Gleitungen (Krafteomponente normal zur 
Bahn gleich Null). Die so entetehenden Trägerstücke sind, abge- 
sehen von elastischen Deformationen, in sich als unverschiebbar an- 
zunehmen. 

Damit am Träger Gleichgewicht herrsche, müssen an jedem 
Theilsysteme s die darauf einwirkenden äusseren Kräfte sich das 
Gleichgewicht halten und also bei t Trägerstücken 3^ von einan- 
der unabhängige Bedingungsgleichungen erfüllt sein, welche zur 
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Berechnung unbekannter Grössen dienen können. Von den die 
Trägerstücke ergreifenden äusseren Kräften sind unbekannt die 
Stützenreactionen und die an den Berührungsstellen der Träger- 
stücke wirkenden Zwischenreactionen. Von den Stützenreactionen 
mögen s^ durch je ein Element, s^ durch zwei und s^ durch drei 
Elemente (Gomponenten und Momente) bestimmt sein, dann sind 
sämmtliche Stützenreactionen durch 

(1) 5 = 5l + 25, + 355 

Grössen bestimmt. Wenn nun die Zwischenreactionen von unab- 
hängigen Grössen abhängen, so haben wir 5 + ^ 'unbekannte Be- 
actionselemente im Ganzen und für statisch bestimmte Träger 
muss daher sein 

(2) 3^>5 + ^. 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so liefert uns die Statik zur Be- 
rechnung aller Unbekannten nicht genug Gleichui^gen, wir müssen, 
um sämmtliche Stützenreactionen zu erhalten, die Elasticitätslehre 
zu Hülfe nehmen. 

Die 3^ Bedingungen ftlrs Gleichgewicht bestehen zwischen den 
äusseren E^räften an den Trägerstücken und Entfernungen, welche 
von der relativen Lage der Trägerstücke und Stützei^ abhängen. 
Wenn nun die Anzahl der unbekannten Reactionselemente gleich 
oder grösser als die Anzahl der Bedingungsgleichungen ist, so kann 
diesen durch jene allein genügt werden, und hält das Material die 
Kräfte aus, so bleibt fürs Gleichgewicht keine weitere Bedingung 
zu erfüllen. Dies gilt für jedes System äusserer Kräfte; das Gleich- 
gewicht und damit die relativen Lagen der Trägerstücke und Stützen 
werden also auch erhalten bleiben, wenn wir die äusseren Kräfte 
beliebig ändern. Ist dagegen die Anzahl der unbekannten Reactions- 
elemente kleiner als die Anzahl der Bedingungsgleichungen, so közmen 
wir letzteren mit ersteren allein nicht genügen, das System ist nur 
unter einer Anzahl die relative Lage der Trägerstücke und Stützen 
betreffenden Bedingungen im Gleichgewicht. Sind diese Bedingungen 
beim Anbringen der äusseren Knlfbe nicht erfüllt, so findet auch 
kein Gleichgewicht statt und es verschiebt sich das System so lange, 
bis Erfüllung eingetreten ist. Aendern wir dann etwas an den 
äusseren Kräften, so werden sich mit dem neuen Systeme der Be- 
dingungsgleichungen auch die dadurch mit bestimmten Lageetemente 
ändern, es tritt Verschiebung und eventuell ein neuer Gleichge- 
wichtszustand ein, wir haben ein labiles System. Für stabile Träger 
muss sein 

(3) 3t<s + z. 
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Die ErftUlung der Bedingung (2) oder (3) genügt indessen 
oicht^ um einen Trager statisch bestimmt oder stabil zu machen^ es 
kommt nicht nur auf die Anzahl, sondern auch auf die Vertheilung 
der constructiven Mittel an. So könnte der Träger Fig. 61 wegen 
^ = 3, 5 = 4, = 4: nach (2) statisch bestimmt sein. Es ist aber 
nicht der Fall und gelingt auf keine Art, die Stützenreactionen aus 
statischen Gesetzen allein zu bestimmen. Probirt man es, so zeigt 




T 



." O^ 



Pig. 61. 



^- 



sich, dass wir mit den verfügbaren Gleichungen links zu viel, rechts 
zu wenig haben, womit der Träger links statisch bestimmt labil, 
rechts atatisch unbestimmt stabil wird. Ebenso ist der Träger Fig. 62 
trotz ErfQllung <ier Bedingungen (2) (3) statisch unbestimmt nnd 
labil, jede nicht verticale Kraft würde ihn über die Stützen weg- 
schieben. Das kann auch 
nicht anders sein. Man hat 
zu beachten, dass jedes un- 
bekannte Reactionselement 
nur aus einer Gleichung be- 
stimmt werden kann, in wel- 
cher es vorkommt^ und dass 
sich umgekehrt mit einem verfügbaren Reactionselement nur dann 
einer Gleichung genügen helfen lässt^ wenn letztere das erstere ent- 
hält. Mit Rücksicht hierauf lassen sich folgende Sätze aussprechen: 

a) Ebene Träger sind statisch bestimmt, wenn bei t Tr^er- 
stücken die Anzahl der wirksamen Reactionselemente S'\-e<iSt 
ist und dieselben den anliegenden Trägerstücken so zugewiesen wer- 
den können, dass auf jedes Trägerstück höchstens drei nicht sämmt- 
lich parallele Kräfte oder zwei Kräfte und ein Moment kommen. 
Im Grenzfalle s-^ e '^3t tritt statisch bestimmte Stabilität ein, in 
allen anderen Fällen haben wir labile Tri^er. 

b) Ebene Tr^er sind stabil, wenn bei t Trägerstücken die An- 



Flg. 68. 



Tig. 68. 

zahl vnrksamer Reactionselemente s -{- £> St ist und dieselben den 
anliegenden Trägerstücken so zugewiesen werden können, dass auf 
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jedes Trägerstück mindestens drei nicht sämmtlich parallele Kräfte 
oder zwei Kräfte und ein Moment kommen. Im Grenzfalle 8'{'£i^=3t 
tritt statisch bestimmte Stabilität^ in allen anderen Fällen haben 
wir statisch unbestimmte Träger. 

Nach a) lassen sich statisch bestimmte Träger durch Zufügen 



Fig. 64. 



von St — s — jEf geeigneten Beactionscomponenten stabil machen, 
ein statisch bestimmter Träger ist im allgemeinen (3^ — s — jer)-fach 
labil, es müssen fürs Gleichgewicht ebenso viel Lagebedingungen 



^ 



tx- 




Fig. 65. 



erfüllt sein. Nach b) lassen sich stabile Träger durch Wegnehmen 
von s -{' ß — 3^ geeigneten Beactionselementen statisch bestimmt 
machen, ein stabiler Träger ist im Allgemeinen (^-f~^ — 3^) -fach 






Fig. 66. 



statisch unbestimmt, es müssen zur Ermittelung aller Stützenreac* 

tionens + iBf — 3^ Gleichungen ausserhalb der Statik gesucht werden. 

In den allermeisten Fällen besteht der Träger entweder aus 




Fig. 67. 




einem Stücke (Fig. 62—66, 68, 69, 71, 77) oder es stossen an der- 
selben Stelle nur zwei Trägerstücke zusammen (Fig. 61, 67, 70, 
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72—76), während, wie insbesondere bei Gelenken und Gleitungen, 
die Zwischenreactionen durch je zwei Elemente bestimmt sind. Als- 
dann haben wir in allen obigen Ausdrücken 



^ = 2(^-1), 



3t — js = t+2. 



Bei der Zuweisung der Reactionselemente sollen die Träger- 
stücke mit lateinischen, die zugewiesenen Reactionselemente mit den 




•*o 



Fig. 69. 



Fig. 70. 



entsprechenden arabischen Ziffern bezeichnet sein. Man erkennt dann, 
dass der Träger mit einem yerschiebbaren und einem in beliebiger 
Richtung frei yerschiebbaren Gelenkauflager (Fig. 63) ohne sonstige 





Fig. 71. 



Fig. 7S. 



constructive Mittel statisch bestimmt stabil ist. Die Auflager brauchen 
nicht an den Enden zu liegen. Sind dagegen ausser dem festen 
Gelenkauflager mehrere in gleicher Richtung frei verschiebbare^ vor- 




Fig. 73. 



banden (Fig. 64), so^ist der Träger zwar stabil, aber ebenso viel- 
fach statisch unbestimmt, als Zwischeustützen vorhanden sind. Die 
Träger Fig. 65, 66 sind stabil und einfach, bezw. dreifach statisch 
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unbestimmt. Wäre diesen Trägern bei einer Stütze freie Horizontal- 
bewegung gestattet, so würde mit dem Wegfallen der Horizontal- 
reactionen Fig. 65 statisch bestimmt und Pig, 66 zweifach statisch 
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Fig. 74. 



unbestimmt, ohne dass die Stabilität verloren ginge. Die Träger 
Fig. 67 — 70 sind statisch bestimmt stabil, während Fig. 71 und 72 
einfach labile, statisch bestimmte Träger darstellen. Fig. 73 zeigt 




Fig. 75. 



einen 5 -fach labilen, bei t Trägerstücken {t — 2) -fach labilen 
Träger. Für ^ = 2 wird letzterer stabil, mit ^ = 1 kommen wir 
auf Fig. 65. Wenn im Falle der Fig. 73 die Gelenke stetig auf- 




Pig. 76. 



einander folgen, so hat man trotz unendlich-facher Labilität noch 
immer einen statisch bestimmten Träger (Kette). Von den Trägern 
Fig. 74 — 77 sind die beiden ersten statisch bestimmt stabil, der - 



1 




Fig. 77. 



dritte stabil und einfach statisch unbestimmt, der letzte stabil und 
dreifach statisch unbestimmt. Bei n Zwischenstützen ist Fig. 77 

Wbyhaucu, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 16 
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(n -f- l)-fach statisch unbestimmt ^ gegenüber Fig. 64 kommt nur 
der Horizontalschub hinzu. Einige Beispiele des sehr seltenen Falles, 




Pig. 78. 



dass mehr als zwei Trägerstücke an einer Stelle zusammenstossen, 
haben wir in Fig. 78—80 angedeutet. Alle drei Träger sind stabil, 




->-^ 




Fig. 79. 



dagegen ist Fig. 78 zweifach statisch unbestimmt, Fig. 79 einfach 
statisch unbestimmt, Fig. 80 statisch bestimmt. 




Fig. 80. 



Die vorgefahrten Sätze und deren Anwendung zu richtiger An- 
ordnung und Beurtheilung von Trägem gab der Verfasser in der 
Zeitschr. f. Baukunde 1881. 



Aufgabe 97. Yerrfickiiiigen der Knotenpunkte von Stabsystemen. 

Einsenknngen. Nach § 80. 

Es soll angegeben werden, wie filr irgend einen Knotenpunkt Ä 
eines Stabsystems die YerrQckung y in beliebiger Richtung g mit- 
telst der Beziehungen des § 80 berechnet werden kann. Das Ver- 
fahren ist durch Beispiele zu erläutern. 
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Es handle sich um die Yerrückung durch beliebige äussere 
Kräfte und beliebige Temperaturänderungen der einzelnen Sföbe. 
Wir setzen den allgemeinsten Fall voraus, dass auch überzählige 
Stäbe und Reactionen vorhanden sind. Aus § 80 ergibt sich un- 
mittelbar das folgende Vorgehen. 

a) Auswahl de% noth wendigen Stäbe s^^ s^, . •] dieselben mögen 
in dem vollständigen Stabsystem durch die gegebenen äusseren 
Kräfte und Temperaturänderungen 1^1, 1^2? • • Beanspruchungen 5I|, S2, . . 
erleiden. 

b) Berechnung der Beanspruchungen n^, %; . . der noth wen- 
digen StäbC; wenn allein am Knotenpunkte A eine äussere Ejraft 
Q = 1 in der Richtung g wirkt, alle übrigen Stäbe und Reactionen 
aber wegbleiben. 

c) Sind dann JP^, i^g? • - die Querschnitte, E^, E^y . . die Elasti- 
citätsmoduln, a^, ^; • • die Ausdehnungscoefficienten der wie ihre 
Längen bezeichneten nothwendigen Stäbe, so folgt die gesuchte Yer- 
rückung 

(1) y=2'(^ + «^)^^; 

worin die Summe rechts alle nothwendigen Stäbe umfassi 
Gleichung (1) entsteht aus 



wenn neben 



^^°(Jf+ "^) ^ 



berücksichtigt wird, dass einer positiven Verrückung in der Rich- 
tung g eine Abnahme der Entfernung l nach einem in dieser Rich- 
tung gelegenen Punkte B entspricht. Das Verfahren bietet auch 
bei den im Ingenieurwesen vorkommenden Fachwerken aus zahl- 
reichen Sl&ben keine Schwierigkeit, besonders wenn es sich nur um 
Zahlenrechnungen handelt. Tabellarische Anordnung der Rechnung 
ist bei grosserer Stabzahl zu empfehlen. Hier mögen als Beispiele 
einige direct verwendbare Formeln abgeleitet werden. 

Beispiel 1. Die verticale Einsenkung des Punktes A f&r das 
Stabsystem Fig. 81 « und 
die n-seitige Stabpyra- 
mide Fig. 82 unter Vor- 
aussetzui^ gleicher E, F^ 
a, t aller Stäbe zu be- 
rechnen. 

Im Falle Fig. 81 hat Fig. si. 

man bei beliebigem P 

16' 
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also mit ^ = P = 1 für jeden Stab 



8 ' r^~ 2Ä ' 



8 



2h 



Durch Substitution von S, n in (1) folgt die Einsenkung 

(2) y==(2WÄ-«VT- 

Für die reguläre Stabpyramide Fig. 82 
gilt bei beliebigem P 

P + nS| = 0, 




S= - 



P8 



8 



Fig. 82. 



(3) 



und fQr Q = P = 1 

womit die Einsenkung von A 

P8 \ 8* 



Beispiel 2. Die verticale Einsenkung des Punktes A in den 
Fällen der Fig. 83—85 zu bestimmen, wenn die JE, F, a, r nur 
für die Stäbe s gleich gross vorausgesetzt werden. 

Für Fig. 83 hat man bei jedem P 

* 8 ' 1* 




8 



5 4- J. U^O, 



\fj> woraus 



S = 



Ps 



u 



Pu 



und für ö = JP = 1 



Fig. 83. 



8 



JCu =*= — 



U 
h' 



sodass nach (1) die Einsenkung 

(4) y = (-^^v^- + «rj X + (s;;]^,^. - ««'^"j -T • 

Für gleiche E, F, a, t beider Stäbe wird 
(5) y = i.^lÄ^(> +T^) + 

TL 

Gewöhnliche Fälle sind m? = Ä, w = -g" ^^^ «^ == 0, den Figuren 
94^ 95, 96 bei fehlendem Mittelstab entsprechend. 



ar 



«' — tt* 



h 
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Für Fig. 84 sind die 8, ä der s wie für Fig. 81, dagegen gilt 
für u bei beliebigem P 



nnd für ^ = 1 



n ^ ^ — ?1 



yCu. = 



4A 



(6) 



Flg. 84. 



wonach die Einsenkong von A 

[ / Ps \ Ä« 

y = [TEFh - «V Ä 

Bei gleichen E, a, t aller Stabe wird 

Für Fig. 85 schliesslich hat man bei jedem P 

h 




P+ C^ 



u 



0, 



- + - = 0, 



woraus 



S = 



P8 



2h ' 

und für ö = P 






Ä = 



8 
2Ä' 



Äi* = — 



U 



'U 



Wir erhalten damit aus (1) 



(8) 



/ P« , \ s« 




Fig. 85. 



«' — U' 



und bei gleichen E, a, t aller Stäbe 

(9) »' = 2m*(-F + ^) + « .. 

Beispiel 3. Die verticale und horizontale Yerrückung des 
Punktes Ä im Falle der Fig. 93 für gleiche E, a, x der drei Stäbe 
zu berechnen. 

Es bezeichnen a, hy c die Stablängen, A, B, C die Stabquer- 
schnitte, X, T, Z die Stabkräffce. Wir wählen b als überzähligen 
Stab, nach dessen Entfernung ein statisch-bestimmt-stabiles System 
entsteht. Für dieses entsprechen einer Last ^ = P = 1 die Gleich- 
gewichtsbedingungen 
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1 H Jta:-^ -— 7C, = 0, 

woraus zur Berechnung der Einsenkung ij von A 

a c 

und nach (1) 

(10) '» = (Ä + -)l^-(w + -).4- 

Einer in der Richtung o; an ^ wirkenden £[raft Q = 1 ent- 
sprechen für das Hauptsystem die Gleichgewichtsbedingungen 

— — Äa: + — T— ^z = 0. 

Wir erhalten zur Bestimmung der Yerrückung | von A in der 

Richtung x 

V '\-e a V — e c 

und damit aus (1) 

(u) I _ (^ + ..) y^v - (^? + ».) V7t' «■• 

In (10) (11) bedeuten X, Z die wirklichen Beanspruchungen 
der Stäbe a^ h un gegebenen Falle. Dieselben sind in Aufgabe 106 
bestimmt Am meisten interessirt i}^ wofür wir wegen 

a» — c» = i« + (v - e)« - i« - (t; + c)» = — Aev 

auch schreiben können 

(12) ^ = 27^ l^ C-)- 2«^^- 

Eine andere Berechnung von |; ij ist in Aufgabe 106 gezeigt. 

Aufgabe 98. Anwendang von Clapeyron's Theorem. Nach § 80. 

Es soll gezeigt werden^ wie die in den beiden ersten Beispielen 
der vorigen Aufgabe behandelten Fälle mittelst Clapeyron's Theorem 
zu lösen gewesen wären. 

Nach § 39 hat man für SW + 31 = 

(1) © = S), 

die Arbeit der mit ihren Endwerthen constant gedachten Ober- 
flächenkräfte ist gleich der virtuellen Verschiebungsarbeit. Für alle 
oben erwähnten Fälle nimmt (1) die Form an 
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(2) • Py -^2 Sl ^2 {^ + ar) Ss, 

worin das Summeozeichen sämmtliche Stabe am&sst. 

Die Gleichung (2) liefert nun fOr Fig. 81 mit 5 = — ^ 

fSr Fig. 82 mit S •^ — ~ 

fÖr Fig. 83 mit Ä« ^, C— - ^- 

(5) y = (i?Ä + «^) TT + (l^Ä- -«*)?' 
fOr Fig. 84 mit Ä ^ §, C-^ 

und fÖr Fig. 85 mit Ä = ^, 0"= - ^ 

C^ ) y = (tSt + «*)? + {-E^h - «" *-) ¥ ' 

sämmtliche Resultate in Uebereinstimmang mit den entsprechenden 
der Aufgabe 97. 



Aufgabe 99. Entfernungsänderangen bei gebogenen Stäben. 

Nach § 80. 

Es soll die von der Deformation eines geraden oder einfach 
gekrümmten Stabes herrührende Aenderung Ae der Entfernung 
e BS AB zweier Axpunkte desselben oder eines Axpunktes und eines 
ausserhalb des Stabes gelegenen bezüglich des Coordinatensystems 
(oder der dem spannungslosen Zustande entsprechenden Gruppirung 
der Stabpunkte) festen Punktes unter den Voraussetzungen der 
technischen Biegungstheorie abgeleitet werden. 

Wir wählen die Bezeichnungen der Aufgaben 50, 51. Die 
Aenderung der Entfernung e setzt sich zusammen aus den Aende- 
rungen, welche die Deformation jedes zwischen zwei unendlich be- 
nachbarten Querschnitten gelegenen Stabelements für sich bewirkt. 
Bei Ableitung der Aenderung Ae, welche von den Aenderungen 
d/^Sp der Faserlängen ds^ eines solchen Stabelements herrührt^ 
dürfen alle übrigen Stabtheile als starr betrachtet werden und alle 
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überzähligen Reactionselemente wegbleiben, sodass im Sinne der 
Aufgabe 96 ein statisch-bestimmi-stabiler Träger entsteht. Denken 
wir uns an diesem nur zwei äussere Kräfte angebracht, welche in 
A und B von B und A weggerichtet wirken und nach Eintritt des 
Gleichgewichts vom Werthe Q sind. Hierdurch können Reactionen 
und Anspannungen aller Fasern entstehen. Ffir die Faser der Länge 
dSv und des Querschnitts dF bei Xy v möge die entsprechende 
Normalspannung den Werth S haben. Dann liefert das Princip der 
virtuellen Verrückungen § 39 mit SW = 91 = 

(1) © = S) 

und in dem alle Anwendungen umfassenden Falle, dass die ent- 
standenen Reactionen während der Yerrückungen keine Arbeit leisten, 



Q^e^ n 



SdF'dAs^, 



worin das Integral über sämmtliche Elemente des Querschnitts F 
bei X zu erstrecken ist. Mit 

(2) S = xQy das heisst « = S für ^ = 1, 
folgt daraus 

(3) Ae= CxdF'dAs,. 

Gleichung (3) gilt für alle genügend kleinen Aenderungen der 
Faserlängen unseres Stabelements, welche wir annehmen wollen; sie 
sagt nur, dass, wenn die Längenänderungen die in der Summe rechts 
aufgenommenen Werthe hätten, das angegebene Ae resultiren würde. 
Nehmen wir nun als d^s^ die wirklichen Längenänderungen an, 
wie sie durch sämmtliche äusseren Kräfte und sonst wirksamen Ur- 
sachen am gegebenen Träger entstehen, so wird mit 

rfAs. = ^^ ds, = (at + J) (l + ~) ds 

9 

die entsprechende Aenderung von e 

Ac = dsßl + y) («r + |-) «dF. 

Der Einfluss der wirklichen Längenänderungen aller Faserelemente 
eines von ar^ bis x reichenden Stababschnitts ist 



(4) 



X 

Ae = fds Hl + }) («r + ^)«dF. 



Xo 



Um die ganze Aenderung von e zu erhalten, hat man das erste Li* 
tegral auf alle beitragenden Stabtheile, im Zweifelsfalle auf den 
ganzen Stab auszudehnen. 
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Setzt man, vrie üblich ^ vir gegen 1 verschwindend klein vor- 
aus, so wird einfacher 

X 

(5) Ac = /(?« nat + ^)ndF, 

und hierin, wenn Mx, Nx das wirkliche Moment und die wirkliche 
Normalkraft, fi, v aber das Moment und die Normalkraft durch 
zwei auf Entfernung der Punkte Ay B wirkende Kräfte Q «* 1 nach 
Wegnahme der überzähligen Reactionselemente bedeuten, 

!K ^x 

— T + TV 
» --> + -§-•'• 

Werden schliesslich E^ a, t fdr je einen ganzen Querschnitt con- 
stant angenommen, so folgt aus (5) mit den beiden letzten Aus- 
drücken und 

CdF^F, fvdF=Oy Cv^dF^ 
die Beziehung 

X 

(7) Ae =/[^ + ^{^ + «'^)] ä'- 

Xo 

Liegt einer der Punkte A, B ausserhalb des Stabes, so tritt die an 
ihm wirkende Kraft Q nicht in (1) auf und kann daher ausser Be- 
tracht bleiben. 

Sind, wie bei den Balken der Aufgaben 43 — 49 Nx= 0, ds = dfo?, 
dann wird aus (7) 



X 



(8) Ac c= / !^ dx, 



■f- 



E9 

Xo 

und ist, wie bei Ketten, Mx «» zu setzen, dann hat man 

X 



(9) 



Ac = / (-g,^ + arj vds. 



Xo 



Da nach A. 50, (9) für Mx »= die Normalspannung ö für den 
ganzen Querschnitt constant gleich N^ : F ist, so folgt aus (4) bei 

Beachtung von /t;djP = 0, dass Formel (9) auch bei beliebigem 

V : r gilt. 
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Es wurde oben erwähnt^ dass bei Ableitung der Beziehung 
zwischen Ae und den Aenderungen der Faserlängen alle überzähligen 
oder statisch unbestimmten Reactionselemente wegbleiben dürfen, 
womit die ii, v stets einem statisch-bestimmt-stabilen Träger ent- 
sprechen. Wir dürfen aber auch ohne Beeinträchtigung der obigen 
EntwickeluDg sämmtliche gegebenen Beactionsbedingungen beibe- 
halten, sodass auch für diesen Fall die gefundenen Gleichungen 
gelten; nur erlangen die fi, v darin im Allgemeinen andere Werthe. 
Dies hätte man schon aus den Gleichungen der Aufgabe 87 bei 
analogem Vorgehen wie am Schlüsse der Aufgabe 105 entnehmen 
können. 



Aufgabe 100. Anwendungen von Beziehungen der vorigen Aufgabe. 

Nach § 80. 

Es sollen mittelst des in der vorigen Aufgabe gefundenen Aus- 
drucks für Ae abgeleitet werden: 

1) Das Stützenmoment M des in Aufgabe 46 betrachteten 
Balkens d) mit einem festgeklemmten und einem frei drehbaren 
Ende; 

2) der Horizontalschub für den symmetrischen Bogen e) mit 
Kämpfergelenken der Aufgabe 54 und für das in Aufgabe 89 betrach- 
tete, aus Bogen und Horizontalstange combinirte System; 

3) die yerticale Einsenkung an beliebiger Stelle x fOr den in 
Aufgabe 54 betrachteten Balken a) mit einem festgeklemmten und 
einem frei schwebenden Ende. 

Balken. Wir wählen die Bezeichnungen der Aufgaben 44—45. 
Die yerticale Abweichung des gelenkartigen Stabendes gegen seine 
Lage im spannungslosen Zustande nach oben ist ßl — c. Durch 
Entfernung der Stützenreaction bei l entsteht ein statisch-bestimmt- 
stabiler Träger. Eine aufwärts wirkende Kraft ^ = 1 am freien 
Ende desselben erzeugt nach A. 46, (2) bei x das Moment 

Daher liefert A. 99, (8) 

i 

(1) ßl-c'^ß^M,dx, 



worin für beliebige Belastung 
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(2) 



M, = M + Äx —^Pix - a), 






Fig. 86w 



Durch Integration folgt 



»/ L 



und hiermit bei constantem ES aus (1) 

(3) M^--^^Pa(l^a){2l^a) + {ß-]) 



l ^ 



in üebereinstimmung mit A. 46; (22). 

Bogen. Es gelten die Bezeichnungen der Aufgaben 50^ 51. Da 
für den gebogenen Stab 



(4) 



SB 

M, = Äx-Hy- ^P(x - o), 



Nx = Fx sin 9 + Jff cos (p, 



..Qu 



r.QlL 




Fig. 87. 



und hierin Ay F« von H unabhängig sind, so entspricht einer Ejraft 

/* = — y, V = cos 9. 
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Damit und wegen dx «== ds cos 9 folgt aus A. 99, (7) 



(5) 



/iil ^= atl 



"J -EG ^' +J El 



eW^^' 





Handelt es sich nun um einen Bogen mit Eämpfergelenken 
und bezeichnet A2 die Aenderung von l infolge Ausweichens der 
Stützen, so stimmt (5) mit A. 88, (11) überein, womit sich auch 
in gleicher Weise wie dort der Horizontalschub H ergibt Hat man 
es dagegen mit dem in Aufgabe 89 betrachteten, aus Bogen und 
Horizontalstange combinirten Systeme zu thun, für welches X= — H 
die Beanspruchung der Horizontalstange bezeichnen mag, dann wird 

(6) AZ == (-^ + « r ) l, 

mit welcher Substitution (5) in A. 89, (3) übergeht und die dort 
gefundene Beanspruchung liefert. 

Einsenknng. Es handle sich um die Einsenkung bei o; <= X. 
Nach A. 51, (9) und A. 54, (3) (4) hat man für das Moment und 
die Normalkraft in jedem Querschnitte x und für jede Belastung 



(7) 



X 

X I 

N^ = \^Ä —^ P) sin 9 = sin g> 2j Pf 




Fig. 88. 

also für eine Last § = P = 1 bei a = X, 

wenn a; < X, ft = — (X — a;), v «= sin tp, 

„ a; > X, f* = 0, V = 0. 

Damit und wegen ds sin g> = dy liefert A. 99, (7) die Einsenkung 
bei X 



(8) 



X X 

Cr - X fK 

Ly = ary -f I -^^ M^ds + I ^y dy, 





worin Mx auch nach (2) eingesetzt werden kann. 
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Nehmen wir beispielsweise einen Stab mit anfönglich gerader 
Axe an, so hat man 



y 



iL 
l 



-x, 



ds = -j- dXj 



sm q> = 



8 



und es ergeben sich 

X 



/ (x — X)M^ds = ^ 3MX^ + AX^—^P{X-ay 



1 



X 



Is 



AX—^P{X — a) 



Wird bei Substitution dieser Ausdrücke in (8) wieder x an Stelle 
Yon X gesetzt, so folgt für constante E& und EF 



Ly = azy — 



8 



^EBl 



iMx" + Aa? —^ P(x - af 

J 



+ 



EF8 



Ax 



-^P(x-a)\, 



in Uebereinstimmung mit A. 54, (6). 

Das Verfahren lässt sich auch zur Berechnung von Ao; ver- 
wenden (wofür eine Kraffc ^ = 1 in der Bichtung x bei X die fi, i/ 
liefert), sowie bei anderen Balken und Bogen, steht aber an Allge- 
meinheit und Einfachheit den in den Aufgaben 46, 54 befolgten nach. 



Aufgabe 101. Beziehung fBr gerade und einfach gekrflmmte Stäbe. 

Nach § 80. 

Für den Fall, dass bei gleichen specifischen Längenänderungen 
aller Fasern eines geraden oder einfach gekrümmten Stabes die Ent- 
fernung e = AB der Aufgabe 99 sich in gleichem Verhältniss ändern 
müsste, einen Ausdruck für diese Entfernung abzuleiten. 

Bezeichnet dSv die anfängliche Länge eines Faserelements an 
beliebiger Stelle x, v, so würde irgend welchen gedachten Längen- 
änderungen d Asv (gleichviel, ob sie in Wirklichkeit eintreten können 
oder nicht) aller Faserelemente entsprechen die Aenderung von e 



Aß 



=j'f 



dAs. 'TcdF, 



Für gleiche specifische Längenänderungen von e und aller dSp folgt 
durch Multiplication mit 
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e ds 



V 



und wegen 



die Beziehung 



V 



dsp = (l + ~)ds 



(1) e ^JdsJ(l + f ) « dl?", 

worin das erste Integral (im Allgemeinen) auf die ganze Stabaze, 
das zweite auf den ganzen Querschnitt x auszudehnen ist. Die 
Voraussetzung unserer Aufgabe trifiHi unter Anderem für alle in den 
Aufgaben 46 — 49 und 57 betrachteten Bogen und Balken mit Aus- 
nahme des Bogens mit Zwischengelenk (überhaupt für alle innerlich 
stabilen Stabe) dann zu, wenn e die Entfernung zweier Azpunkte 
oder die Projection einer solchen ist. 

Wird V : r gegen 1 yemachlässigt, so hat man 



(2) 


e^^ 1 ds 1 nd 


mit 


1/ 1/ 


wonach einfacher 




(3) 


e=^ 1 vds. 



r, 



Vorstehende Gleichungen bleiben auch bestehen, wenn die §1, v, x, 
wie am Schlüsse der vorigen Aufgabe erwähnt; unter Beibehaltung 
aller Reactionsbedingungen berechnet werden. 

Aufgabe 102. Lippold's Formel fBr die zulässige Beanspruchang. 

Nach § 81. 

Für einen gezogenen oder gedrückten geraden Stab bestehe zu 
i]^end einer Zeit Gleichgewicht bei einer Beanspruchung A. Plötz- 
lich; jedoch ohne Stoss, komme eine in gleichem oder entgegen- 
gesetztem Sinne wie A wirkende Kraft Z hinzu. Man soll die 
rechnnngsmässig zulässige Beanspruchung pro Quadrateinheit des 
Querschnitts F^ nämlich 

im ersten und für Z> A 

, Z — A 

b jr- 

im zweiten Falle unter der Voraussetzung ableiten, dass bei ruhen- 
der Belastung eine Beanspruchung br pro Quadrateinheit zugelassen 
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ist, welcher Werth von der wirklichen Spannung nicht überschritten 
werden soll; dass femer die Arbeit von P^ Z allein zur üeber- 
windung der Elastidtätskräfte (zur Leistung von Yerschiebungs- 
arbeit) dient. 

Nach § 81, (15) entspricht der Beanspruchung A eine Längen- 
änderung 

(1) « = ^^^ 

und vom spannungslosen Zustande aus gerechnet eine Verschie- 

bungsarbeit 

BF - 

Kommt nun die Sjraft Z hinzu, so tritt eine neue Längenänderung 
B ein und unserer Voraussetzung gemäss haben wir im ersten Falle 

im zweiten Falle 

X»' TT* XJ* TP TP TP TP TP 

(Z — ^) ^ — -^ (^ - a)» — -^ a» = -gjp ^» - -p a^. 

Zu beachten ist, dass im letzen Falle die mit dem Aufheben von A 
frei werdende Yerschiebungsarbeit zunächst in lebendige Eraft und 
nach dem Ueberschreiten des spannungslosen Zustandes wieder in 
Yerschiebungsarbeit umgesetzt wird. Li beiden Fällen erfolgt mit 
dem Erreichen von z eine Umkehr und finden Schwingungen um 
die den bleibenden äusseren Kräften entsprechenden Gleichgewichts- 
lagen statt Erst nach und nach tritt infolge Abgabe von leben- 
diger Kraft nach Aussen, Umwandlung in Wärme u. s. w. Ruhe ein. 
Mit Rücksicht auf (1) liefern die letzten Gleichungen 

(2) ^-J^^, ^ = ¥^' 

und ist hiemach die von Z bewirkte Längenänderung unabhängig 
von A und gerade doppelt so gross, als einer ruhenden Bean- 
spruchung Z entsprechen würde. 

Dividirt man die beiden Gleichungen über (2) mit j?, so folgen 

^ , •. BF , FF 

^ + ^ = -2r^ + — «' 

rj . EF EF 

Z-A~-^e^-j-a, 
und nach Addition des Ausdrucks für Z 



(3) 



2Z + A = ^{z + a), 



2Z-^ = ^(«-o). 
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Nun sind aber die im Augenblicke der Längenänderongen z -{- a 
und — a erreichten wirklichen Spannungen nach § 81 

^ + «157 z — a jp 

Da dieselben den Werth hr nicht überschreiten sollen, so entstehen 
die Bedingungen 

(4) F=^l^, F=i^, 

r r 

und durch Division in obige Ausdrücke für b 

Setzt man das Verhältniss der eingrenzenden Beanspruchungen im 
ersten und zweiten Falle bezw. 

(6) 1"=zt'~Ä' * Z^Ä' 

worin Z, A Absolutwerthe bedeuten, so wird allgemein 

Wollte man z. B. bei Schmiedeeisen hr ^» 1200 kg pro qcm zulassen, 
so würde (7) liefern 

^ 4244 2 4 

h — 1200 960 800 686 600 533 480 436 400 pro qcm. 

Kommen verschiedene Beanspruchungen vor und es kann nach jeder 
derselben unter Umstanden zeitweise Ruhe eintreten, so bezeichne S 
die jeweilige ganze Stabkraft im gewohnlichen Sinne (ohne Rück- 
sicht auf plötzliche Einwirkung),- womit für Beanspruchungen S 
gleichen bezw. entgegengesetzten Sinnes in (7) zu setzen ist 
/rt\ min S max S' 

Der Quotient im zweiten Ausdrucke bedeutet das Verhältniss der 
Absolutwerthe der numerisch kleinsten zur numerisch grossten Grenz- 
beanspruchung S. 

Vorstehende Formeln für jF, 6 wurden zuerst von Lippold (Organ 
f. d. Fortschr. d. Eisenbahnwesens; 1879) auf Grund folgenden Satzes 
abgeleitet: „Zum Zerbrechen eines Stabes ist eine gewisse Arbeit er- 
forderlich und diese kann ebensowohl auf einmal, wie durch wiederholte 
Anstrengungen in dem Material angesammelt werden. Die Bean- 
spruchungen müssen jedoch momentan oder in so kurzer Zeit ein- 
treten, dass Schwingungen entstehen.'' Obige Ableitung zeigt, dass 
es im Ingenieurwesen nicht gestattet sein kann, bei bestimmter 



I 



I 
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Sicherheit (§ 51) anter allen Umstanden eine gleiche Beanspruchung 
b zu Grunde zu legen. Eine Veränderlichkeit der rechnungsmässigen 
Festigkeit max S : F mit ^ ergab sich auch bei Versuchen von 
Fairbaim (Philos. TransacL 1864), von Wähler (die Festigkeitsver- 
sache mit Eisen und Stahl, Berlin 1870) und Spangehberg (Ueber 
das Verhalten der Metalle bei wiederholten Anstrengungen, Berlin 
1875). Auf Grund dieser Versuche und den verschiedenen Ein- 
flüssen Rechnung tragend sind eine Reihe von Formeln für b auf- 
gestellt worden, welche man mit Literaturnachweisen, Beispielen der 
Anwendungen und Vergleichstabellen zusammengestellt und be- 
sprochen findet in Wetfratich, On various methods of determining 
dimensions, Excerpt minutes of Proceedings of the Institution of 
Civil EngineeVs, London 1883. 

Aufgabe 103. Wärmetheoretisehe Hauptgleichnngen fAr gezogene 

nnd gedrückte Stäbe. Nach § 81. 

Ein isotroper prismatischer Stab der Länge l und des Quer- 
schnitts F werde lediglich durch einen äusseren Zug oder Druck 
P «= öF in der Axrichtung beansprucht. Die in Aufgabe 40 ab- 
geleiteten Gleichungen für dQ, T auf solche umkehrbare Zustands- 
änderungen anzuwenden, bei welchen die Aenderung der virtuellen 
Energie U allein von den Aenderungen der Grossen P, l abhängig 
angenommen wird. 

Wir gehen ganz wie in Aufgabe 41 vor. Nach der vorletzten 
Gleichung des § 44 hat man, wenn dQ in Calorien gemessen und 
auf die Einheit des Stabgewichts G bezogen wird, 

(1) GdQ = Ä(dü—Pdl), 
worin 

(2) S = Pdl 

die Arbeit der Oberflächenkräfte bedeutet, welche nach § 81, (11) 
gleich der Verschiebungsarbeit ist. Gleichung (1) können wir auch 
schreiben 

GdQ=Ä{^dP + ^-^^dl-Pdl), 

nnd da nach A. 40, (1) mit a; = P, y = 1 

(3) GdQ^Ä(XdP+ Ydf), 
so folgen 

nnd hieraus 

Wbtkaucb, Aufgaben eut Theorie elast. Korper. 17 
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(5) 



dl dP ~ 



Die erste Gleichong A. 40, (3) und die beiden Gleichungen A. 40, (4) 
aber liefern 



(6) 



(7) 



/TT y ^T y dT 

^ ~^ dl ^ dF' 

GdQ=^{XdT^Tdl), 
TP 

GdQ=-^{YdT+TdPl 
TT 



Für umkehrbare Zustandsänderungen der am Schiasse der Aufgabe 40 
erwähnten Art; welche hier allein in Frage kommen^ bedeuten 
dQj T die Wärmezufuhr und absolute Temperatur. 
Setzen wir wieder 



(8) 



dT 



(specifische Wärme), so hat man bei*constantem P und constantem l 



GdQ^OcidT, 
aber auch nach (6) (7) 

GdQ = ^fi^rXdT, 



GdQ = GcpdT, 



GdQ = -^YdT. 



dP 



Daher folgen 
(9) 



X = 



Gc^ dT 



dl 



GCj, dT 



Durch Substitution dieser Ausdrücke in die Hauptgleichungen (5) 
(6) (3) (7) nehmen diese nachstehenden Formen an 

A _ d { dT\ d_{ dT\ 

^~ dl V* dP) dPVPTf)' 



(10) 



dl dP' 



dQ = cidT 



AT dP 
G dT 



dl, 



dQ==.c^dT+^-§^dP. 

Weiter ergibt sich auf gleichem Wege wie A. 41, (11) die analoge 

Beziehung 

nn gP dT dl 

^ ^ cT dl dP 
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Werden speciell für adiabatische Zustandsänderungen die Diffe- 
rentiale mit d bezeichnet, so folgen aus den drei letzten Gleichungen 

(10) mit dQ = 

dP 



(12) 



dl 

dl 
TT 
dP 

TT 



Cp dP dT 

^'FtTT' 

Gc^ dT 

atTp' 

Gc^dT 
AT dl ' 



oder mit Rücksicht auf (11) und die zweite Gleichung (10) 



(13) 



SP 

TT 

si 
Tf 

SP 

TT 



% 


dF 




«« 


dl ' 






«1 


dl 


«< 


-<* 


dT' 




"p 


dP 



e, — c 



BT 



Aus (11) aber entsteht mit (13) 

,-.v SP ST Sl 

(14) 



1. 



ST Sl SP 
Da nach § 85^ (15) die Längenänderung 

A = (ar + -^r) l = {at + ~) l, 

so können wir die erhaltenen Gleichungen mit Rücksicht auf dl «> dk^ 
dT=dt, dP^^Fdo und 



(15) 



dl 
dT 




dl 
dT 


dl 
da 


-= 


Fdl 
dP 


da 

dx 


= 


dP 

FdT 



l^ 
,= -- aE 



noch umformen. Beispielsweise ergeben (10) (13) 



(16) 
(17) 



Fl 



Cp^Ci = ~-EATa', 



da 



G 

c E 

JP _ 

c^ l 



Fl 



worin -^ das anßLngliche specifische Volumen bedeutet 

Die letzte Gleichung (12) lässt sich aussprechen: Wenn bei 
constanter Kraft P die Stablänge { mit Erhöhung der Temperatur 
wächst, so kühlt sich der Stab ab, wenn ohne Wärmezufuhr der 
Zug P erhöht wird; nimmt dagegen die Stablänge bei constantem 

17* 
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P mit wachsendem T ab, so erwärmt sich der Stab bei wachsen- 
dem P ohne Wärmezufuhr. Dies zuerst von Thomson theoretisch 
erhaltene Resultat ist durch Versuche von Joide bestätigt worden 
(Phil. Transaci t. 149, Rühlmann's Handb. d. Wärmeth. I, 1876) 
und zwar in besonders auffallender Weise bei Kautschukstabeu, 
welche das eigenthümliche Verhalten zeigen, sich mit der Tempe- 
raturerhöhung zu verlängern oder zu verkürzen, je nachdem der 
Zug P imterhalb oder oberhalb eines gewissen Werthes liegt. 

Aufgabe 104. Stabsysteme mit ftberzähligen Reactionen. 

Nach § 84. 

Es sollen aus der Praxis des Ingenieurs einige Fälle stabiler 
Stabsysteme mit überzähligen Reactionen vorgeführt werden. 

Wir machen keine Voraussetzung über die Anordnung der Stäbe, 
da die Wahl der überzähligen Reactionen B imd ihrer Wirkungs- 
geraden l unabhängig davon vorgenommen werden kann. 

Einfache Bogenfachwerke. Beim Bogenfachwerk mit Eämpfer- 
gelenken allein ist nur eine überzählige Reaction B,^= H mit der 
Wirkungsgerade l vorhanden (Fig. 89). Es gilt also nach § 84, (4) 



(1) 



H 






worin die Summen rechts auf sämmtliche nothwendigen Stäbe (in 
den meisten Fällen also auf alle Stäbe) auszudehnen sind. Speciell 
für gleiche Ausdehnungscoefficienten und Temperaturänderangen aller 




Fig. 89. 

Stäbe folgt mit Rücksicht auf § 80, (6) als Einfluss der Temperatur* 
änderungen allein 

während der Einfluss eines Ausweichens der Widerlager um den 
positiven oder negativen Werth A2 immer durch 

a; 



(3) 



H=- 



J^n^e 
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ausgedrückt ist. Bei vollständig fest angenommenen Widerlagern 
hat man natürlich A! «= zu setzen. 

Das Bogenfachwerk mit flach aufsitzenden Enden (Fig. 90) be- 
sitzt drei überzählige Beactionen JR/, JR// «» H, Bm mit den Wi1^ 
kongsgeraden h. In »» l, Im, für welche die Gleichungen § 84, 
(12) — (14) gelten. Die Bahnrichtung der Gleitlager braucht den 
Endstaben e nicht parallel zu sein und letztere dürfen ganz fehlen, 




Flg. 90. 

wenn die oberen Gelenkauflager entsprechend den unteren un ver- 
schiebbar angeordnet werden. Nach § 80 (6) hat man 

(4) l=.-^,cs, 

worin die x der Erafk £* «» 1 entsprechen. Für 1/ und Ijn bestehen 
keine analogen Relationen. — Für den gewohnlichen Fall, dass die 
Anordnung des Hauptsystems symmetrisch zur Yerticalen durch die 
Trägermitte ist, hat man mit r »» a, n »» e 

ü{ao — e*) + Fe (m — Q) + Tr(c* — mo) 



(5) 



Bj 



B 



ir = — 



Bin = — 



a (Q — e*) + «* (J" — fl) + w (c* — mo) ' 

2c* + o(o + m) ' 
W{ao — e*) + Fe (m — a) + ü(t^ — mo) 



a (00 — c*) + f* (in — ö) + J" (^* — Jno) 
Contümirliche Balkenfachwerke. Bei n Zwischenstützen , also 
n -f- 1 Oefhungen, existiren n überzählige Reactionen. Wir wählen 



•^ 



^ 



-tefr 



^■VM19 



Pig. 91. 



"^N 



^b» 



als solche die Zwischenreactionen, deren Wirkungsgerade wie in Fig. 91 
angedeutet durch eine in fester Entfernung über liegende Hori- 
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zontale begrenzt sind. Da bei gleichen AusdehnangscoefiBcienten 
nach § 80 gleiche Temperaturändeningen aller Stäbe keine Stab- 
kräfte erzeugen; so müssen die Beiträge der Temperaturändeningen 
zu den 12 für fraglichen Fall verschwinden^ das heisst nach § 84^ (2) 
die Beziehungen bestehen 

(6) ^nis = 0, 2^Ä//5 = 0, ..., 

worin die Summen alle Hauptstäbe umfassen. AZ/, Aln,'- sind 
gleich Null, wenn die Abstände h, hiy - • wie im spannungslosen 
Zustande bleiben. Die überzähligen Reactionen jB/, J?//, • • ergeben 
sich aus den in § 84 für beliebige viele R und speciell für 1, 2 
und 3 überzählige Reactionen gegebenen Formeln. Für den Fall^ 
dass das Hauptsystem zur Yerticalen durch die Trägermitte symme- 
trisch angeordnet war, hat man bei drei Oefifnungen mit = a 



J^i = -7i ZT- 1 



C — 0' 



RiT = 



c — a' 



während bei vier Oeffnungen mit v = a, tl = C wieder die Glei- 
chungen (5) gelten. 

Gontinuirliche Bogenfachwerke. Für die Anordnung nach Fig. 92 
haben wir bei n Zwischenstützen oder w + 1 Oeffnungen n + 1 
überzählige Reactionen, da dem continuirlichen Balkenfachwerk ge- 







\h 




i'. 




1 




r ^"^ 


Nk^ 


^, 


^N/^ 




,?/^ 




i. 


^2. ~ 


. 


~ " " . sL - - - - 


i 




> 


«^ 




'*^ 


R^ 


k 



Fig. 92. 

genüber nur die überzählige Reaction H mit der Wirkungsgerade 

^, e hinzukommt. Die überzähligen Reactionen sind für alle Fälle 

durch § 84 bestimmt, bis zu drei Oeffnungen kann man von den 
für directe Berechnung der JB gegebenen Formeln Gebrauch machen. 
Ist bei drei Oeffnungen das Hauptsystem zur Verticalen durch die 
Trägermitte symmetrisch und wählt man die Indices nach der An- 
deutung in Fig. 92, so treten die Gleichungen (5) ein. 

Für die Anordnung nach Fig. 76 ist im Falle beliebig vieler 
Oeffnungen nur die überzählige Reaction J? = -BT mit der Wirkungs- 
gerade l =^^ e vorhanden, sodass hier Gleichung (1) gilt. 
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Aufgabe 105. Arbeitsbedingang fBr Stabsysteme. Nach § 85. 

Es soll {Ür Systeme aus isotropen festen Stäben eine auch bei 
Temperataränderungen und Bewegungen der Stützen gültige Be- 
ziehung zur Berechnung statisch unbestimmter Grössen^ deren Func- 
tion die Yerschiebungsarbeit ist, abgeleitet werden. 

Wir konnten einfach auf die Gleichung A. 94, (11) verweisen, 
wollen dieselbe jedoch hier direct ableiten. Nach § 85, (5) hat 
man, wenn s die Stablänge bedeutet, 

äD = (J,U —^ccs (rdS - Sdx), 
nnd nach § 85, (2) 

Daher folgt durch Gleichsetzen 

und zur Bestimmung jeder der gesuchten Grössen X 

'Sil/ 8 \ dS a,u 

Es wird also die Arbeit 

(3) ^^^{^^„r)sS-n 

bei constant gedachtem r und constanten Verrückungen (bezüglich U) 
zum Minimum gemacht. 

Speciell für r = 0, U = tritt das Princip der kleinsten Ver- 
schiebungsarbeit ein. Sind ferner in 

(4) U = - jR/A?/ - Rn£^lir 

i2/, Riij • • von einander unabhängige statisch unbestimmte Reac- 
tionscomponenten und — A?/, — A?//, • • die Wege ihrer AngriflFs- 
punkte in ihren Richtungen während der VerrQckungen, dann hat 
man für irgend ein 12 =» X 

und damit aus (2) zur Bestimmung der überzähligen Reaction X 

Bei der Berechnung statisch unbestimmter Stabsysteme auf 
Grund vorstehender Formeln kann man wie folgt vorgehen: 

a) Auswahl der statisch unbestimmten (überzähligen) Stab- 
beanspruchungen und Reactionscomponenten X 
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b) Bildung der Ausdrücke sämmtlicher interessirender Stab- 
kräfte und Reactionen für die angenommenen äusseren Kräfte und 
Temperaturänderungen bei unbekannten Werthen der Grössen X. 

c) Auf Grund dieser Ausdrücke Bildung der Differentialquo- 
tienten in Gleichung (2) oder deren specieller Form (5) nach jedem 
der X. 

d) Berechnung der X aus den entstehenden Gleichungen der 
Form (2) oder (5); deren ebenso viele als Grössen X existiren. 

e) Berechnung der wirklichen Stabkräfte und Reactionen aus 
den unter b) erwähnten Ausdrücken. 

Die Gleichung (2) lässt sich noch in andere Form bringen. 
Für die in Frage kommenden kleinen Verrückungen sind die S nach 
§ 74 lineare Functionen der X Demnach stellt 

ds 
äx =^ 

die Stabkraft 

(6) S = ie für X=l 

in dem vollständigen gegebenen Systeme dar. Wir erhalten aus (2) 
zur Berechnung überzähliger Stabkräfte X 

0) 2{m+ «^) »« = 0, 

und für den Fall (5) zur Berechnung überzähliger Reactionen X 

(8) ^ (g^ + ar) ÄS — — AZ. 

Zu beachten ist^ dass die Summen Z in den hier abgeleiteten Glei- 
chungen sich auf sämmtliche Stäbe beziehen, während diejenigen in 
§§ 83y 84 nur die nothwendigen Stäbe umfassen. 

Da wir uns in jeder Verbindungsgeraden l zweier Knotenpunkte 
Ä^ B oder eines Knotenpunktes und eines ausserhalb des Stab- 
systems gelegenen, bezüglich des Goordinatensystems festen Punktes 
eine eventuell unendlich kleine Reactiouscomponente denken können, 

so stellt Gleichung (8) oder wegen ^^ + ar = As 

(9) Al^'-^TcAs 

die Aenderung der Entfernung AB = 1 dar, wenn die x zwei Kräften 
Q = 1 entsprechen, welche die Punkte A, B einander zu nähern 
suchen. Dies folgt auch aus § 80, da wir dort die Summe (5) zwar 
auf die nothwendigen Stäbe beschränken dürfen, aber auch auf alle 
Stäbe ausdehnen können. Die Verwandtschaft der verschiedenen 
Berechnungsmethoden tritt dabei klar hervor. Mity = — A2 erhält 
man für die Verrückung eines Knotenpunktes in beliebiger Richtung g 
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(10) 



y=2(EF + ^^)'^^' 



welche Gleichung der in Aufgabe 97 gegebenen entspricht^ nur dass 
die Summe rechts jetzt alle Stäbe umfasst und die jt der Kraft 
Q = 1 in der Richtung g bei Vorhandensein aller Stabe und Re- 
actionen entsprechen. Es lässt sich nun auch (10) zur Berechnung 
vonEinsenkungen und sonstiger Verrückungen verwenden. Aus (8) folgt 
unter den am Schluss des § 80 erwähnten Voraussetzungen ganz wie dort 

(11) l^-^„s, 

doch bezieht sich hier die Summe auf alle Stäbe. 

Bei Anwendung der vorgeftihrten Methoden zur Bestimmung 
statisch unbestimmter Reactionscomponenten und von Knotenpunkts- 
verrückungen können die Sy it auch durch bekannte Näherungs- 
rechnungen (auf Grund der Gleichungen für vollwandige Träger, 
durch Zerlegung mehrfacher Fachwerke in einfache Systeme u. s. w.) 
ermittelt werden. 



Aufgabe 106. Verschiedene Berechnnngen eines Systems mit 

ttberzähligem Stabe. Nach § 85. 

Für das in Fig. 93 angedeutete ebene Stabsystem seien bei 
gleichem Stabmaterial a, hj e die Stablängen, A^ B, C die Stab- 
querschnitte, X, F; Z die Stabkräffce. Es sollen die von der Last 
P und einer gleichmässigen Temperaturänderung r aller Stäbe (ge- 
genüber deren Längen im spannungslosen Zustande) herrührenden 
Werthe der Stabkräffce nach verschiedenen Methoden berechnet werden. 

Gewohnliche Fälle des betrachteten Stabsystems sind in Fig. 




Fig. 98. 



94 — 96 angedeutet. Das Gleichgewicht am Kotenpunkte l legt den da- 
selbst angreifenden äusseren und inneren Kräften die Bedingungen auf 
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woraus folgen 

(1) 



a ' ' c 

— x+-^r+ — z=o, 

a ^ b * c ' 



0. 






— ^— ■ 

2 

Es ist also eine der Stabkräfte statisch unbestimmt. 

Erstes Verfahren. Nach A. 105, (2) haben wir mit U = als 
dritte Bedingungsgleichung, wenn Y als überzählige Stabkraft ge- 
wählt wird, 



dY 



0, 



dZ 



c 



dY 

oder, weil nach (2) 

dX 

dY ~ 2ft' dY 

Führt man zur Abkürzung ein 

SO folgt nach Substitution der Ausdrücke (1) 






. Fig. 94. Fig. 95. Fig. 96. 

und es entsteht mit Rücksicht auf 

(3) a« — 26^ + c* = 2e« 

die erste der folgenden Gleichungen, wonach die beiden anderen aus 
(1) hervorgehen. 



(4) 









Iz— ^..^^--lif-l + J). 
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Die Beiträge der Last P und Temperaturänderui^ r allein sind hier- 
aus unmittelbar zu entnehmen. Selbstverständlich lassen sich X, Z 
nach Berechnung von Y auch aus (1) erhalten. 

Sind alle drei Stäbe von gleichem Querschnitte A^^B'=^C=^F^ 
so kann man mit 

(5) n = iVi^= a' + 46» + c^ 

an Stelle von (4) setzen 



(«) 



n • ne 



X 2arEF— + — (2b^+ c^), 

1 Z 2arEF-- — — (26»+a»), 

l n nc ^ ' -^ 



welche Gleichungen sich für den Fall c = a (Fig. 95) noch weiter 
vereinfachen und dann speciell bei constanter Tefnperatur F = 
ergeben. 

Zweites Verfahren. Wir wählen im Sinne des § 83 & als über- 
zähligen Stab. Eine Kraft F^a 1 in demselben erzeugt nach (1) 
in den nothwendigen Stäben die Beanspruchungen 



a 



ÄjB — • jj, , Ä, ~ 



26 ' '"' 26 

Wenn kein überzähliger Stab vorhanden wäre^ würden (1) zufolge 
die Beanspruchungen der nothwendigen Stäbe für die vorhandenen 
P, r sein 

^* 2c ^^ ^' ~ 2e 

Daher haben wir nach § 83; (5) als dritte Bedingung für die wirk- 
lichen Stabkräfte 

oder nach Substitution der darüber stehenden Ausdrücke mit Bück- 
sicht auf (3) 

^/a' , 46« , c»\ . ipi. 2 I -P^ /«' cn 

^(Z + JB- + c) = 4«^^^^ + e' \a - c)- 

Diese Gleichung liefert mit der Bezeichnung (2) die erste Gleichung 
(4); wonach die beiden anderen aus (1) folgen und alles Weitere 
wie oben gilt. 

Drittes Verfahren. Nach § 82, (3) haben wir die Beanspruchung 
eines Stabes, welcher zwei Knotenpunkte m {Xm^ tfm) und n (x», y») 
verbindet, nach Verrückungen ^, r^m und ^n, i?» derselben 
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S=^ [{Xm — Xn) (Im — I») + (^m — Vn) (Vm — Vn) — «1^ ?], 

also im vorliegenden Falle^ wenn |^ tj die Yerrückungen des freien 
Knotenpunktes m bedeuten und v — c = i«, t7 + 6 = fc? gesetzt 
werden, 

X = ~r-(}l — ^V — ccra*)j 



(7) 



Z «= —f- (i| — W1J — «T C') . 



Durch Substitution dieser Ausdrücke in (1) ergeben sich als Be- 
dingungsgleichungen für I; 17 

I -^GS — «*^ -a^ö*)= E^ — -is(Ji — vvi — €CTb^j 
(8) I 2^ P B 

Sind hieraus die Yerrückungen 1^ i; berechnet; so folgen die drei 
unbekannten Stabkräfte aus (7). 

Die Theorie der statisch unbestimmten Fachwerke nahm ihren 
Ausgangspunkt bei Clapeyron, welcher die Yerschiebungsarbeit iso- 
troper fester Körper ausdrückte, sie der Arbeit der äusseren Kräftie 
gleichsetzte und die entstehende specielle Form des Princips der 
virtuellen Yerrückungen auf Federn anwandte. Lame hob die Be- 
deutung des Clapeyron'schen Theorems für Bauconstructionen her- 
Yor, wobei er besonders die Ableitung günstigster Dimensionen im 
Auge hatte (Theorie math. de TElast. des corps solides, Paris 1852, 
II. Aufl. 1866). Im Jahre 1865 empfahl Menabrea die Anwendung 
des Princips der kleinsten Yerschiebungsarbeit zur Berechnung 
statisch unbestimmter Fachwerke (Comptes rendus 1858, I). Als 
Beweis des Princips gab er ein nicht allgemein überzeugendes Rai- 
sonnement. Die Beanspruchungen eines statisch unbestimmten Bogen- 
fachwerks auf Grund der Längenäuderungen der einzelnen Fach- 
werkstäbe bestimmte erstmals Schulze (Zeitschr. d. Yereins deutscher 
Ing. 1865). Hervorragenden Einfluss auf die Theorie der statisch 
unbestimmten Fachwerke gewannen Mohr durch zweckmässige Yer- 
bindung des Princips der Goexistenz mit dem der virtuellen Yer- 
rückungen (Zeitschr. d. hannöv. Arch.- u. Ing.-Yereins 1874, 1875) 
und Castigliano durch die systematische Darstellung und Yerwen- 
dung des Princips der kleinsten Yerschiebungsarbeit (Theorie de 
r^quilibre des systemes elastiques, Turin 1880). 



li 
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Aufgabe 107. Secnndärspaniiniigeii in Stabsystemen. Nach § 85. 

Es handle sich um Stabsysteme; bei welchen alle Stabaxen 
und äusseren Kräfte fortwährend in der gleichen Ebene {Träger- 
d>ene) liegen. An jeder Verbindungsstelle von Stäben {Knotenver- 
Irindungen) mögen sich zwar die Azen der eintreffenden Stäbe in 
einem Punkte schneiden {Knotenpunkte), die Stäbe aber derart fest- 
gespannt sein, dass die Winkel zwischen den Stabaxen keine Aen- 
derungen erleiden. Äeussere Kräfte beliebiger Richtung in der 
Trägerebene greifen nur in den Knotenpunkten an, Temperatur- 
änderungen und verschiedenes Material der prismatisch voraus- 
gesetzten Stäbe sind zugelassen. Man soll die Normalspannungen 
der Stäbe mit Hülfe der technischen Biegungstheorie ableiten. 

Durch die angebrachten äusseren Kräfte und Temperaturände- 
rongen erleidet das Stabsystem eine Formänderung. Hätten wir in 
den Knotenpunkten reibungslose Gelenke, so würden die Yerbin- 
dnngsgeraden der Knotenpunkte, die Stahsehnen, auch nach der De- 
formation mit den Stabaxen zusammenfallen. Infolge der ange- 
nommenen Festspannung der Stabenden ist dies nicht mehr der 
Fall, die Stäbe erleiden eine Biegung. 
Die Richtungen der Stabaxen bei den '^-.^^ 

Ejdotenpunkten sollen Endtangenten r^^^^^^^^^^^^^^^^. — _.-•"'' 
und deren Winkel mit den ent- .^/V\£^^- 

sprechenden Stabsehnen Ausschlag- '' l/ \\^l 

winket heissen. Nach dem Principe A W \. 

der Coexistenz (§§ 37, 75) ist es zu- // * 1. V 

lässig, bei Ableitung der Stabspan- ^ 3 ^ 

nungen zunächst diejenigen Spannun- "*^ ^' ^ 

nungen zu ermitteln, welche unter ^ig- »7. 

Voraussetzung gelenkartiger Knotenpunkte eintreten und diesen dann 
die infolge Festspannung der Stabenden entstehenden Biegungs- 
spannungen zu addiren. Man pflegt die ersteren Primärspannungen, 
die letzteren Secundärspannungen zu nennen. Die Längenänderungen 
der Stabsehnen sind von den Secundärspannungen nur in verschwin- 
dendem Maasse abhängig, sie können also aus den Primärspannungen 
allein berechnet werden. Dies ist zwar unmittelbar zu übersehen 
und zeigt sich bei numerischen Rechnungen, folgt aber auch aus 
A, 55, (1) (5) (6), wonach für a; = i mit y = 0, Ä = und s =^l 
wird 

unter H=^ S die Kraft in der Verbindungsgeraden der Knoten- 
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punkte verstanden. Bei Berechnung derselben werden die Form- 
änderungen nur in soweit berücksichtigt^ als es die Ermittelung 
statisch unbestimmter Grössen erfordert. In den folgenden Ablei- 
tungen bleiben bezüglich der Vorzeichen von Winkeln, Momenten, 
Coordinaten u. s. w. die bisherigen Festsetzungen massgebend und 
sind z. B. Winkel als positiv anzusehen, wenn sie im Sinne der 
Bewegung des Uhrzeigers beschrieben werden. 

Beziehungen für einen Stab. Wir betrachten irgend einen der 
Stäbe, welche von dem beliebigen Knotenpunkte m ausgehen. Ur- 
sprung der Coordinaten in m, Richtung x von m aus durch die 
Stabsehne, y-Axe in der Tragerebene. Nach A. 58, (9) (10) hat 
man die Ordinate der elastischen Linie und Tangente des Neigungs- 
winkels bei X 

y = U sin XX -{- Fcos xx — eq'^ ^ ' 



(i) 



dy 



Ux COS XX — Vx sin xx — 



F. 



worin, wenn Jf, Jf«, Jf' die Momente bei 0, x, l bedeuten, mit 
H=8 nach A. 58, (2) und A. 51, (4) 



3K, = Jlf, + 8y, 



V. = A = 



M' — M 



l 




Fig. 98. 



Sind nun ß, ß' die Werthe von tg qp für a; = und a; = Z, so liefert 
(1) für a; « 



0= F- 



M 



Ee%^> 



ß:=:=.Ux — 



woraus 

(2) 



M 



ES 



r« > 



[7 = -^ + 






iEe%^ 



Für a; = Z entstehen aus (1) mit (2) 







M 



sin kI + -TEio— 3- sin xl + ^-.^-^ cos xx •— 



M' 



ESu 



3 i 



ß =ßcosxl + -^-^^^coBxl-^-^^^Bmxl--j^^^, 
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oder wenn 

(3) . r=xz=?>/::^ 

gesetzt wird^ 

12 — 2 COB f ^ r cos r /. / • \ x aß r • \ 
^0 "^ ^ ^®'^ r — r cos r) + p (r — sin r), 
T-,, 2 — 2 cos r — r cos r ^ . . >. ^ . . v 
M ^R7«~ = — p (sm r — r cos r) -— p (r — sin r). 

In (3) ist 8 positiv oder negativ, je nachdem es Zug oder Druck 
bedeutet. Führen wir zur Abkürzung ein 



(5) 



Bin r — r cos r 
it = - - : — r, 

~ 2 — 2 cos r — r sm r ' 

r — sin r 
V = 



2 — 2 cos r — r sin r ' 

so drücken sich die l&ndmommie aus 

Wegen der Kleinheit der Deformationen können wir unter /3, fl 
statt der Winkeltangenten die Winkel selbst verstehen. 

Die Normalspannung in irgend einem (positiven oder negativen) 
Abstände t? von der Stabaxe bei x ist nach A. 50, (11) 

(7) ^^--i^i^ 

worin das Moment und die resultirende Normalkraft des Quer- 
schnitts X nach A. 51, (8) (9) 

(8) {M, = '-^M^\M:-Sy, 

\ ^jp = Fx sin 9 4" ^ cos 9?. 
Da indessen sin 9 sehr klein und cos 9 nahezu gleich 1 ist, so 
können wir setzen 

(9) <^=F + -e ^' 

und ebenso lässt sich wegen der Kleinheit von y schliessen, dass 
der numerisch grösste Werth von üf« in den meisten Fällen mit 
M. oder M übereinstimmen wird. Jedenfalls genügt es für prak- 
tische Zwecke, die grösste an den Stabenden vorkommende Normal- 
spannung als grösstes 6 in Betracht zu ziehen. In (9) bedeutet 

(10) 1) = -| 

die Primärspannong und 

(11) «=-/•' 
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die Secundärspannung bei x^ v. Die Primärspannung ist f&r alle 
Querschnittselemente gleich gross ^ die Secundärspannung dagegen 
ändert sich proportional dem Abstände v von der Stabaxe, ihr 
numerisch grösster Werth tritt in der grössten Entfernung von der 
Stabaxe ein. Die aus (9) folgenden Grenzwerthe der Gesammt- 
spannung in den beiden äussersten Querschnittselementen werden 
Randspannnngen genannt. 

Aendemngen der Winkel zwischen den Stabseimen. Es soll die 
Aenderung des Winkels ^ zwischen irgend zwei Stabsehnen der an- 
fänglichen Längen a, h und anfanglichen Endentfemung c ausge- 
drückt werden. Die bekannte Formel 

a« + 6« - c« 



cos ^ 



2ab 




ergibt durch Di£Perentiation 



— sin if dif 



+ 
+ 





ab 






c* 


+ a«- 


6* 


da 




2ab 




a 


c* 


+ 6«- 


o^ 


db 



2a5 



woraus, wenn JD ^= db sin ^ den 
anfönglichen Inhalt des Dreiecks 
zwischen a, hj c bedeutet, 



Dd^«c*— - 



c^^a* - 6« da 



c« + 5' — g» db 

b 



2 a 2 

Diese Gleichung gilt auch noch, wenn es sich um genügend kleine 
endliche Aendemngen von a^b, c handelt, in welchem Falle wir A 
an Stelle von d setzen wollen, sodass dann 

6« Aa _ cH: &' - o* A6 

b 



(12) DAt 



o Ac c* + «* 



a 2 

Die entsprechenden Gleichungen für die den Seiten h und a gegen- 
überliegenden Winkel, welche vorübergehend % und fp heissen mögen, 
ergeben sich durch cyklische Yertauschung der Buchstaben oder in 
gleicher Weise wie (12) 

Aa g« + 6« — c« Ab _ g« + c« - &« Ac 

b 



DLfp = a^^^ 



a 2 & 2 c 

Durch Addition der drei letzten Gleichungen entsteht 

(13) A^ + Az + A<p = 0, 

eine Formel, welche zur Controle berechneter Winkeländerungen 
dienen kann. 



(15) 
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Wir nehmen nun an^ dass auch c eine Stabsehne ist. Für jeden 
Stab l Yom Querschnitt F, Elasticitatsmodul E und Ausdehnungs- 
coefficienten a entspricht einer Beanspruchung S und Temperatur- 
änderung t die specifische Längenänderung 

(14) T-=(^ + 4' 

Damit wird aus (12) 

c« + 6« — a« / ^ I \ 
2 \EF+''V,> 

und speciell; wenn die at für die Stäbe a, b, c gleich gross sind 
(gleiche Temperaturänderungen bei gleichem Material) ^ 

(16) J>^,-^{^)-'l±^^(^)-^-±-^(^). 

Die Temperaturänderungen haben in diesem Falle keinen Einfluss 
auf die Aenderung der Dreieckswinkel und damit^ wie sich zeigen 
wird^ auch keinen auf die Secundärspannungen. 

Bezieliungen für einen Knotenpunkt. Es seien nun (Fig. 99) 

in einem Ejiotenpunkte m eintreffende Stabsehnen, welche von der 
beliebigen Stabsehne s aus im Sinne der Bewegung des Uhrzeigers auf- 
einander folgen. Schliessen diese Stabsehnen vor der Deformation 
mit 8 die Winkel 

0; tu ti + tiy ^1 H h *« 

ein, so ergeben sie nach der Deformation mit s die Winkel 

0, *i + A^j, 

^1 + A^i + ^2 + A^2, 

Für die Winkel, welche die Endtangenten der Stabaxen bei m mit 
der Stabsehne s bilden, hat man 

*i + A^i + ^2 + A^2 + ft, 

*1 + A^l H h *n + A*n + ßn, 

während die Winkel der Endtangenten mit der Endtangente von s 
um ß kleiner sind. Da nun die letzteren Winkel der Voraussetzung 
nach durch die Deformation keine Aenderung erleiden, so muss sein 

*i H h ^» = ^1 + A^i H h i^„ -f A^« + /3n — /3, 

Wkteaugh, Aufgaben cur Theorie elast. Körper. 18 
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oder auch 

n 
(17) ßn='ß -^AV«. 

1 

Wir haben damit die Ausschlagwinkel sämmtlicher in einem Knoten- 
punkte eintreffender Stäbe durch den Ausschlagwinkel ß eines der- 
selben und die oben betrachteten Aenderungen der Dreieckswinkel 
ausgedrückt. Man nennt dieses ß StellungswinJcd für den Knoten- 
punkt m. 

Für jeden in m eintreffenden Stab können wir uns die Ein- 
wirkung der übrigen Stäbe daselbst reducirt denken auf eine in der 
Stabsehne wirkende Kraft S^ eine senkrecht zur Stabsehne wirkende 
Kraft A und ein Moment M in Hinsicht m (Fig. 98). Da sämmt- 
liche S und A durch m gehen und die äusseren Kräfte ebenfalls 
nur in Knotenpunkten angreifen^ so drückt sich die Gleichgewichts- 
bedingung ,;Summe der Momente aller Kräfte an m gleich Null'' aus 

(18) 2^=^' 

m 

worin die Summe alle in m eintreffenden Stäbe umfasst. Solcher 
Gleichungen existiren ebenso viel als Knotenpunkte^ das heisst auch 
ebenso viel als Stellungswinkel ß. 

Gang der Berechnung. Um nun die Berechnung eines ebenen 
Stabsystems für irgend welche äussere Kräfte und beliebige Tempe- 
raturänderungen der einzelnen Stäbe mit Rücksicht auf die Secun- 
därspannungen durchzuführen, kann man etwa wie folgt yorgehen. 

a) Berechnung der Primärspannungen S aller Stäbe für den 
fraglichen Belastungs- und Temperaturfall so, als ob alle Knoten- 
punkte mit reibungslosen Gelenken versehen wären. 

b) Ermittelung der Aenderungen A^ der Winkel, welche die 
Stabsehnen mit einander einschliessen, nach (12), (15) oder (16), 
wobei (13) zur Controle dienen kann. 

c) Wahl derjenigen Stäbe in den einzelnen Knotenpunkten, deren 
Ausschlagwinkel als Stellungswinkel daselbst dienen sollen (gewöhn- 
lich Gurtungsstäbe) und Bildung der Ausdrücke für sämmtliche 
Ausschlagwinkel nach (17). 

d) Für jeden Knotenpunkt m Ansatz der Ausdrücke (6) für die 
Endmomente M der eintreffenden Stäbe und Aufstellung der Mo- 
mentengleichung (18). 

e) Berechnung der Stellungswinkel ß aus den unter d) erhal- 
tenen Momentengleichungen (18) und der übrigen Ausschlagwinkel 
nach den unter c) erhaltenen Ausdrücken (17). 
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f ) Berechnung der Endmomente M aller in den einzelnen Kno- 
tenpunkten eintrefifenden Stäbe nach den Ausdrücken (6) unter 4). 

g) Berechnung der ganzen Normalspannungen nach (7)^ für 
praktische Zwecke speciell der grosaten Randspannungen an den 
Stabenden aus (9) mit Mx "= M bei allen Knotenpunkten. 

Im Falle symmetrischer Anordnung der Stabe ^ Belastung und 
Temperaturänderuugen sind Vereinfachungen durch Herabsetzung 
der Anzahl zu lösender Gleichungen möglich. — Bei Ermittelung der 
M aus (6) kommen die Werthe fi, v in Frage, deren Berechnung 
aus (5) etwas zeitraubend wäre. Man kann diese Gleichungen je- 
doch bequemer gestalten. Zunächst lasst sich schreiben 

2fi r , sin r 

1 + C08 •' 1 — cos r ' 



2 



sin r 



2v 

f 



sm r 



2— r 



1 -|- cos r 1 — cos r 



sm r 



oder auch 



(19) 



( ^ 

r 
r 



-[- cot 



rcot — 



2 ' 



2 — r cot - - 
2 



.__cot-. 



Mittelst der bekannten Reihe 



cot a «= — 



2 



"T^-^i^-TTiT 



3-4 



B,cc^ — 



1-2-3 



.4-60 3 ' 



worin (die BemouUi'schen Zahlen) 



erhält man 



6"' 



B 



2 



80' ^» "~ 42 ' ^* "~ 30' ^ß ~ 66 



.r 2 r r' r* 

^^ ~2 7 6 36Ö' ~" 16 120 



und durch directe Division 

r ^ 6 /. r« r* \ 

, r r \ 60 8400 "■ / 



2 — f cot — 



Damit liefert (19) 



(20) 



f.==4- 



15 



r«- 



11 



6300 
13 



f^ — . . • 



-; Bsa 9 J — r* -4- 

' 30 ' 12 000 



r' + 



IB 
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welche Gleichungen auch bei ziehenden S keine imaginären Grossen 
mehr enthalten. Nach (20) hat Wmkler folgende Tabelle berechnet: 





\S ( 


? Druck 


S^Q Zug 


* V ES 


S^Q Zug 


f* 


V 


f* 


V 


f* 


V 


0,2 


4,00 


2,00 


4,00 


2,00 


8,2 


6,22 


1,74 


0,4 


3,98 


2,00 


4,02 


2,00 


3,4 


5,34 


1,72 


0,6 


3,96 


2,02 


4,04 


1,98 


3,6 


6,60 


1,70 


0,8 


8,92 


2,02 


4,08 


1,98 


3,8 


6,66 


1,68 


1.0 


3,86 


2,04 


4,14 


1,96 


4,0 


5,80 


1,64 


1,2 


3,80 


2,06 


4,18 


1,96 


4,2 


5,94 


1,62 


1,4 


3,74 


2,06 


4,26 


1,94 


4,4 


6,10 


1,60 


1,6 


3,64 


2,10 


4,32 


1,92 


4,6 


6,28 


1,68 


1,8 


3,64 


2,12 


4.42 


1,90 


4,8 


6,44 


1,56 


2.0 


3,44 


2,16 


4,60 


1,88 


6,0 


6,62 


1,64 


2,2 


3,30 


2,20 


4,60 


1,86 


6,2 


6,78 


1,62 


2,4 


3,16 


2,24 


4,72 


1,84 


6,4 


6,96 


1,60 


2,6 


2,88 


2,28 


4,84 


1,82 


6,6 


7,14 


1,48 


2,8 


2,82 


2,34 


4,96 


1,80 


6,8 


7,30 


1,46 


3,0 


2,62 


2,40 


6,08 


1,76 


6,0 


7,48 


1,44 



Der Werth ly^ä V^^S^ ^^ praktischen Fällen bei Druck nicht 

über 2,4 (weil bei Bemessung von @ Bücksicht auf die Zerknickungs- 
gefahr zu nehmen ist), bei Zug nur selten über 4 hinaus zu liegen. 
Bei den im Ingenieurwesen als Brückenträger, Dachbinder u. s« w. 
vorkommenden Stabsystemen treten Secundärspannungen neben den 
Stabkräften S immer auf, weil hier mathematische Gelenke un- 
möglich sind und Vernietungen oder reibende Bolzen ihre Stelle 
einnehmen müssen. Die vollständige Berechnung von Secundär- 
spannungen zeigte zuerst Manderla (die Berechnung der Secundär- 
spannungen, welche im einfachen Fachwerke infolge starrer Knoten- 
verbindungen auftreten, AUg. Bauzeit. 1880). Weiteres über 
Secundärspannungen findet man besonders bei AsimofU (Zeitschr. 
f. Baukunde 1880) und Winicler (Theorie der Brücken II, 1881). 



Aufgabe 108. Einfache Sehwingimgen. Nach § 87. 

Es soll die Grundgleichung für einfache Schwingungen mit 
Hülfe von Particularlösungen integrirt werden. 



(1) 



Eine Particularlösung der fraglichen Grundgleichung 



dV 



= -kr 



ist bei vorläufig unbestimmtem constantem a 



- 277 — 

r «=s ^', womit -^ = a*e"', 

and durch Substitution in (1) 

a« + Jfc = 0. 

So oft diese Gleichung erfüllt ist^ bildet &" eine Losung Yon (1), 
d. h. für 

Daher sind auch Losungen 

unter 9(, 93 willkürliche Constante verstanden, und die allgemeinste 
Lösung ist 

(2) r =ac''>^+ »^»'VT 
Nun hat man bekanntlich 

gt'K*»« cos t yk + i sin t yjc, 
e-itV^^ cos t Vk — i sin ^>^*, 
daher können wir mit den Bezeichnungen 

(3) ^ = « + 83, JB = t(a-g5), 
die allgemeine Lösung (2) schreiben 

(4) r ==^ Ä C08 t Yk + B sin t Yk. 
Führt man an Stelle von J^, ^ die durch 

(5) A = — a sin A y'ft , B = a cos A Yk 
bestimmten Constanten a, h ein, so entsteht 

(6) r = a8mYk(t — h), 

und das ist die in § 87 gegebene und discutirte Lösung. 

Aufgabe 109. Schwingungen eines gezogenen oder gedrflekten 

Stabes. Nach § 87. 

Ein gerader Stab od^r Draht ist mit verticaler Axe au einem 
Ende festgespannt. Eine Last G =^ Mg am anderen Ende gelangt 
anf irgend welche Art (z. B. durch Mitwirkung einer anderen Kraft 
oder infolge plötzlicher Einwirkung von G oder auch beim Fallen 
dieser Last oder eines Theiles derselben aus gewisser Höhe) in der 
Bichtungslinie der Stabaxe aus der G entsprechenden Gleichgewichts- 
lage und wird dann sich selbst überlassen. Die Schwingungsdauer 
T der entstehenden Schwingungen des Gewichts G um seine Gleich- 
gewichtslage unter Vernachlässigung der Stabmasse zu berechnen. 
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Wir ziehen die in Fig. 15, S. 76 angedeuteten Fälle in Betracht. In 

(1) Q = ±G mit 0~Mg 

werde das obere oder untere Vorzeichen gewählt^ je nachdem G in 
der Richtung x, oder entgegengesetzt derselben wirkt. Dass im 
letzteren Falle praktisch eine Einknickung in Frage käme, soll hier 
unberücksichtigt bleiben. 

Die Längenänderung des Stabes gegenüber der Länge l im 
spannungslosen Zustande wäre unter Einwirkung des Gewichts G 
allein zu jeder Zeit t, wenn t die Äenderung der Stabtemperatur 
bis dahin bedeutet, nach § 81, (15) 

Die wirkliche Längenänderung aber ist 

A + r = («r + ^ +/) l, 

unter Q •■{' P bei positivem oder negativem P die gatize Stabkraft 
zur Zeit t verstanden. Die Richtungen der positiven x, P, Q, k, r 
stimmen überein. Durch Sabtraction der ersten Gleichung von der 
zweiten folgt die Elongation des Gewichts von der Gleichgewichts- 
lage zur Zeit t 

(2) r^^h 
und also die rücktreibende Kraft 

■^ l 

Die Acceleration in der Richtung der positiven r oder x aber wird 

W dt* M Ml ^' 

Diese Gleichung ist von der Form 

wenn die Constante 

gesetzt wird. Die Masse M führt also einfache Schwingungen um 
ihre Gleichgewichtslage aus, es gelten die Gleichungen des § 87 
und wir erhalten für die Schwingungsdauer und Schwingungszahl 

(5) r = -^-2«l/-^ = -i-. 

^ ^ Vk y EF n 

Aus Beobachtungen von T oder n lässt sich der Elasticitätsmodul 

berechnen 

(6) E _ f il)'. 



r. 
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Bei Ableitung der obigen Formel für k ist das Eigengewicht 
des Stabes unberücksichtigt geblieben. Hätten wir dasselbe mit in 
Betracht gezogen^ so würde sich für r derselbe Ausdruck wie oben 
ergeben haben. Damit bleiben auch die übrigen Gleichungen un- 
geändert. Zu beachten ist, dass die mit den Schwingungen ein- 
tretenden Temperaturänderungen, welche für den ganzen Stab gleich 
gross vorausgesetzt sind, nur Aenderungen der Gleichgewichtslagen 
des Gewichts, nicht der Elongationen bedingen. Analog hat man 
sich den Einfluss der Temperaturänderungen bei den Schwingungen 
der Körpertheilchen im XII. Abschnitte vorzustellen. 

Während die Schwingungsdauer und Schwingungszahl, wie 
schon in § 87 für einfache Schwingungen allgemein abgeleitet, von 
der Grösse der Schwingungsamplitude unabhängig sind, hängt die 
letztere von der auf ihre Erzeugung verwendeten Arbeit ab. Wurde 
beispielsweise die anfängliche Entfernung aus der Gleichgewichts- 
lage durch einen ganz allmählig, ohne Erzeugung von lebendiger 
Kraft anwachsenden (umkehrbaren, im Sinne der Wärmetheorie) Zug 
oder Druck Ä hervorgebracht, so ist nach (2) die Schwingungs- 
amplitude von G 

(7) a = ^^v /. 

Trifft die Last G sofort vollständig und zwar zu einem Theile Z 
mit der Geschwindigkeit v, im üebrigen ohne Geschwindigkeit auf, 
dann hat man nach A. 38, (34) 



(8) ^-'S-fV^+ 



EFZ t?* 



woraus auch die Amplituden für die speciellen Fälle Z ==^ G und 
Z ^= sofort zu entnehmen sind. 

Die vorstehenden Ausdrücke von a gelten nur für G und das 
Stabende. Für beliebige Stellen des mitschwingenden Stabes hat 
man bei Vernachlässigung des Eigengewichts (da dann die Längen- 
änderung gleichmässig auf die ganze Länge vertheilt ist) die Am- 
plitude der Schwingungen ' |' ' • ' ' ■ ' ' '^ 

(9) C^x==rr€lr,r r , , 

' i l'ijlit •' .!. (n,i t »l.-J ifi'"' i'/N:'; .Ml'l,/! 

während die Schwingu]igsdaiüei]i^>iübära(iidie^^eiohe: lieft. 'i'Oi.ii'ti >: i'' 
Eine von Gleichung A. 125, (5) ausgehende soUätfiere/'f^banld-) 
lung des^^roblems vom axial g^stossenen Stabe unter iBerücksichr 
tigun^ '-^feF' 'verschiedenen BefWÄgüngszustände der ^'Eörperpunkte 
verschiedener Querschnitte im selben) tA^g)enblii>akeIi(odäcderl<Ze(it^ 
welcheü> die«. Fortpflanzung der Bewegung erfordert) <-gftlang ^in b^r 
friedigendfer Weise zuerst Boussinesq, Man findet diesem Lösung bei 
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Saint 'Venant et Flamantf Theorie de TElasticite des corps solides 
de Clebsch, Paris 1883, Note du § 60. Ergänzungen gaben Samt- 
Venant, Flamant und JBotissinesq in den Comptes rendus 1883, II. 

Aufgabe 110. Schwingungen gebogener Stäbe. Nach § 87. 

Es soll die Schwingungsdauer der in Fig. 16 — 18, S. 76 angedeu- 
teten prismatischen Stäbe von anfänglich gerader Axe unter Voraus- 
setzung der technischen Biegungstheorie für den Fall abgeleitet 
werden, dass das Gewicht G = Mg in der Verticalebene der Axe 
auf irgend eine Weise aus der Gleichgewichtslage gebracht und 
dann sich selbst überlassen wird. Die Stabmasse ist zu vernach- 
lässigen. 

Das Vorgehen ist analog demjenigen in Aufgabe 109. Wir 
geben alle Formeln fQr die drei Stäbe zusammen. Bedeuten p das 
Eigengewicht pro Längeneinheit und & das Trägheitsmoment des 
Querschnitts für eine horizontale Axe durch den Schwerpunkt, dann 
hat man nach Aufgabe 46 die Einsenkuug bei G im Falle des 
Gleichgewichts 

für Fig. 16 f--^-m^ + G), 

ff ff 1' f'^ 48^0 \%~ "•"^/^ 

Die wirkliche Eiusenkung zur Zeit t in den drei Fällen lässt sich 
ausdrücken 



f+^-Msi^ + ^ + P)' 



wobei für je einen ganzen Querschnitt gleichmässige Temperatur- 
änderungen zugelassen sind und P positiv oder negativ werden 
kann. Durch Subtraction der drei ersten von den drei letzten 
Gleichungen folgen die augenblicklichen Elongationen von den 
Gleichgewichtslagen 

^^) ^~SE9^ ^'^ASUe' ^~192E9* 

und die rücktreibenden Kräfte 

(2) P=-jr-r, P=— ^3— r, P = |, r. 
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Da die letzteren proportional den Elongationen sind^ so entstehen 
einfache Schwingungen des Gewichts um seine Gleichgewichts- 
lage^ wir haben 

und gelten alle Beziehungen des § 87 mit folgenden Werthen von Je, 
denen wir die verlangte Schwingungsdauer 

(4) T=-?^ = — 

beifQgen^ während n die Schwingungszahl bedeutet. 

SE9 „ 



(5) 



MV ' 
4SE9 



Für Fig. 16 Jb = 

18 * = "2^» 




Die Gleichungen liefern für die betrachteten drei Fälle 

Verhältniss der k 1 : 16 : 64^ 

» V ^ ^ • 16 • 64 * 

Auf Grund von Beobachtungen der Schwingungsdauer oder Schwin- 
gungszahl lässt sich aus (5) der Elasticitätsmodul bestimmen. 

Wie in Aufgabe 109 hängt die Amplitude der Schwingungen, 
die erste Entfernung des Gewichts aus der Gleichgewichtslage^ von 
der aufgewandten Arbeit ab. Wurde das Gewicht durch eine ohne 
Erzeugung von lebendiger Kraft ganz allmählig anwachsende Kraft 
A aus der Ruhelage entfernt^ so ist die Amplitude nach (1) 

,^v AI* AI* AI* 



ZE9 ' ^%E9 ' 192-E;e 

Trifft die Last G sofort vollständig und zwar zu einem Theile Z 
mit der Geschwindigkeit v, im Uebrigen ohne Geschwindigkeit auf, 
dann hat man nach A. 38, (4) 



(7) 



a — 


Gl* 
3E9 


yn-. 


SE9Z 

l*G* 


9' 


a = 


Gl* 
^SE9 


Yi+ 


4SE9Z 
l*G* 


V* 

9' 


a «= 


Gl* 
192 E 9 


l/i+ 


192E9Z 
PG* 


V* 

9 ' 
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woraus auch die Amplituden für Z = G und iT = sofort ent- 
nommen werden können. 

Vorstehende Ausdrücke der a gelten nur für die Stelle des Ge- 
wichts G, Da jedoch nach Aufgabe 46 eine Last P in beliebigen, 
von P um X entfernten Punkten der Stabaxe, die Einsenkungen 

«' = -6l8-(2; + x)(i-a;)*, 

«'=i9Äö-(^ + 4a:)(i-2x)* 

erzeugt, so erhalten wir durch Division mit den Ausdrücken für 
r =^ a nach (1) die Amplituden bei x beziehungsweise 

(8) { Ox = -J- a - 2x) (i* + 2lx - x'), 

Die Grösse und Entstehungsart der Amplitude a bei G oder a? = 
ist dabei ganz gleichgültig. 

Aufgabe 111. Torsionssehwingungen von Stäben und Drähten. 

Nach § 87. 

Ein isotroper Stab oder Draht mit gerader Axe ist am oberen 
Ende vertical festgespannt. Am unteren Ende befindet sich eine 
Masse, deren Schwerpunkt in der Stabaxe liegt, während ihr Träg- 
heitsmoment hinsichtlich der letzteren gleich J ist. Die Masse wird 
durch Drehung um die Stabaxe aus der Gleichgewichtslage gebracht 
und nach Eintritt der Buhe sich selbst überlassen. Es soll die 
Schwii^ungsdauer der entstehenden Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslage berechnet werden. Die Stabmasse ist zu vernach- 
lässigen. 

Bezeichnen G den Gleitungscoefficienten, K eine Function der 
Querschnittsdimensionen des Stabes und für die Horizontalebeoe 
durch den Schwerpunkt der angehängten Masse 9 den Bogenweg 
eines Punktes in Entfernung 1 von der Stabaxe zur Zeit t aus 
seiner Lage im Gleichgewichtszustande, dann ist nach Aufgabe 70 
das Torsionsmoment 

(1) M=GK(p. 

Dies Moment wirkt also augenblicklich auf Wiedergewinnung der 
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Gleichgewichtslage. Die WinkelacceleratioD^ welche daraus f&r die 
schwingende Masse im Sinne der wachsenden q> entsteht, folgt aus 

cPtp 



mit obigem M 



(2) 



dt* 



M J 



GK 



dt 



1 ? 



Diese Gleichung ist von der Form 

d^ 
dV 







Fig. 100. 



sodass einfache Torsionsschwingungen ent- 
stehen und die Gleichungen des § 87 mit 

(3) r = 9, *-^ 

gelten. Die Schwingungsdauer beispielsweise 
wird 

(4) T = -?^«23rl/^ = — . 
^ ^ Vk y GK n 

Durch Beobachtungen Yon T oder der Schwin- 
gungszahl n kann der Gleitungscoefficient 

w ö - i m 

bestimmt werden. 

Nach der älteren Torsionstheorie in Aufgabe 69 hätten wir 
für beliebige Querschnitte 

unter @y l die Stablänge und das polare Trägheitsmoment des Quer- 
schnitts in Hinsicht der Stabaxe verstanden. Diese Theorie liefert 
nur für kreisförmige Querschnitte richtige Resultate, während die 
genaueren K für eine Anzahl Fälle in den Aufgaben 70—72 ge- 
geben sind. Beispielsweise hat man 

(6) fiJr elliptische Querschnitte K = , , , , y , 

worin a, h die Halbaxen der Ellipse bedeuten. FQr den wichtigsten 
Fall eines kreisförmigen Querschnitts wird mit a «=» 6 «s 22 



IT — 



%l 



womit die Gleichungen (1) (4) (5) liefern 
(7) M^'^GB^, 



T— — l/?IZ 
^ ~ B* V nG ' 



(t ^ ÖÄ 7p^ 



Jl 



rR' 
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Der Winkel «• in 

(8) ip = &l 

wurde bereits als Torsionswinkel bezeichnet. 

Die schon von Goulowb gegebenen (Hisi de TAcad. des Sciences 
1784) Beziehungen (7) haben unter Anderen Duleau^ Savart (siehe 
Wertheim in Ann. de chim. et de phys. S^r. 3, t XXV), Kupffer 
(Bull, de TAcad. de St. Petersbourg, t. YII) und neuerdings Baur- 
meister verwendet (Exp. Unters, über Torsionselasticitat, Inaugural- 
diss., Leipzig 1884), um aus Beobachtungen von Torsionsschwin- 
gungen den Gleitungscoefficienten G abzuleiten. Femer beruht auf 
diesen Formeln die Anwendung der CoulomVschen Drehwage, mit- 
telst welcher Maskdyne und Hutton^ Cavendish^ Baily und zuletzt 
Beich die mittlere Dichtigkeit der Erde bestimmten (siehe darüber 
z. B. GehWs Phys. Wörterbuch, Leipzig 1825—45, Bd. III). 

Aufgabe 112. Schwingangen im widerstehenden Hedinm. 

Nach § 87. 

Das Gesetz der Schwingungen eines Massenpunktes unter der 
Voraussetzung abzuleiten, dass neben der rücktreibenden Kraft^ 
welche der Entfernung von der Gleichgewichtslage proportional ist, 
noch ein der Geschwindigkeit proportionaler Bewegungswiderstand 
pro Masseneinheit wirkt. 

Die Grundgleichung der Schwingungen lautet in diesem Falle 
mit constantem a 

Eine Particularlösung ist bei vorläufig unbestimmtem constantem a 

r^ef", womit ^ = aef", ^ — a*e«', 

und aus (1) 

«« + 26« + * = 0. 

Diese Gleichung ist erfüllt für 



« = — c + V'e* — A, a= — s — ys* — k. 

Daher sind Lösungen von (1) 

r = Sie— '+'1''^^^, r = a5e-"-'>'*^^, 

und wird bei Beachtung von 

allgemeinste Lösung 

(2) r = e—' («C y^^' + fde-" ^*^^) . 
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Setzen wir nach bekannten Formeln 

^tVk^- = cos ^i/3r=r? + i sin tyr^^^, 



^ityr^- = cos tYlT— £» — % sin tYk - 6% 

so geht mit den Bezeichnungen 

(3) ^ = « + 83, JB = i(a — 95) 
Gleichung (2) über in 

(4) r = e-''U cos ^^Jk^^T« + B sin ^>/*^^«), 
und f&hrt man statt ^^ £ die durch 



(5) Ä = — ae«* sin hVk — b\ B = ac-* cos ä V^-T?, 

bestimmten Constanten a^ h ein, so drückt sich die allgemeine 
Losung aus 

(6) r = a6- • <' - *) sin Vk^J* (t - h). 

Die Passagen der Gleichgewichtslage r =^0 finden nach (6) 
statt zu den Zeiten 

und wir erhalten die Schwingungsdauer als Zeit zwischen irgend 
einer dieser Passagen und der übernächsten 

(7) T = -J^=. 

Hiemach und mit der weiteren Bezeichnung 

(8) a = ac- •('-*) 
lässt sich (6) schreiben 

(9) r ^= a sin ^ (^ — h). 

Die Elongation r befolgt in jedem Zeitelement dt dasselbe Gesetz, 
wie im Falle einfacher Schwingungen von der Schwingungsdauer 
(7) und Amplitude (8). Während aber die Schwingungsdauer auch 
hier constant und nur infolge des Widerstands grösser als bei ein- 
fachen Schwingungen ist, ändert sich die Amplitude a mit der Zeit. 

T 
Für in gleichen Intervallen — auf einander folgende Zeiten t bil- 
den die Amplituden nach (8) eine geometrische Progression vom 
Progressionsfactor 

(10) 

Die Grosse 

(11) 



1 
9 


mit 




log 


2 — 


n 1^8^ 
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ist constant und dem Coefficienten £ proportional^ sie wird nach 
Gauss das logarifhmische Decrement der Schwingungen genannt Aus 
Beobachtungen dieses Decrements kann man auf s schliessen und 
so ist £ mehrfach bestimmt worden. 

Aus (9) folgt mit Rücksicht auf (8) die Oscillationsgeschwin- 
digkeit zur Zeit t 

(12) V = -£ = a [^ cos -^ (^ — Ä) — 5 sin -^ (^ — ä)] . 

Die Gleichungen (8) (9) (12) liefern beispielsweise 

für t — h 



h=^Q 




T 
4 


T 

2 


3T 

4 




T 


bT 

4 


a = a 






ae * 


ae 


4 


ae-*^ 


6«r 
ae * 


r — O 




a 





— a 







a 


V — a 


In 
T 


— a£ — 


29C 

-a j, 


ae 




2sr 

a j, 


— ae 



Oben ergab sich^ dass unsere Gonstante h die Zeit der ersten Pas- 
sage der Gleichgewichtslage nach Beginn der Zeitrechnung t ist, 
jetzt sehen wir, dass die zweite Constante Q die Amplitude a für 
dieses t =^h ist. Rechnet man die Zeit von einer Passage der 
Gleichgewichtslage an, so ist überall h = zu setzen. 

Nach vorstehender Zusammenstellung fallen die Geschwindig- 
keiten i; s» und damit die Grenzwerthe von r nicht wie bei ein- 
fachen Schwingungen mitten zwischen zwei Passagen der Gleich- 
gewichtslagC; wir haben nach (12) 

(13) v^O für tg^(^-Ä) = ^. 

Ebenso treffen die Grenzwerthe von v nicht mit r = zusammen. 
Da aus (1) mit (9) (12) und bei Beachtung von (8) folgt 



dl 



'r 2« r2n . 2n ,, ,v , 2« f, ^S\ 

[^i = — a ^ L"r ^"^ T" *^ ^ ^ "* ^ ^^® "T" ^^ "" *^J ' 
SO entstehen die 

%n 8 T 

(14) Grenzwerthe von v für tg -«r (< — Ä) = — — • 

Die numerischen Maxima der r sind hiemach von denjenigen der v 

T 
wie bei einfachen Schwingungen durch Zeitintervalle — getrennt^ 

beide Arten Maxima folgen aus (8) (12) mit den (13) und (14) 
entsprechenden Werthen von Sinus und Cosinus. 
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Aufgabe 113. Gleichlange Wellen gleicher Fortpflanznngsrichtang. 

Nach § 89. 

Die Verhältnisse derjenigen Welle abzuleiten ^ welche durch 
Interferenz beliebig vieler Einzelwellen aus einfachen Schwingungen 
gleicher Schwingungsgeraden und gleicher Fortpflanzungsrichtung 
in einer homogenen Punktreihe entstehen. 

Nach § 89 ist die resultirende Schwingung jedes Reihenpunktes 
M von gleicher Dauer T = l :c wie die Einzelschwingungen. Wir 
rechnen die Entfernungen l beliebiger Reihenpunkte von einem be- 
stimmten Reihenpunkte Ä aus. Sind a^, Og, . . die Amplituden der 
Einzelschwingungen und b^, b^j . . die Phasen der zugehörigen Ein- 
zelwelleU; dann hat man nach § 89, (2) und § 88, (4) die resultirende 
Elongation von M zur Zeit t 

r = a^ sin -r- (c^ — l '\- bi) -{- a^ sin -j- (et — ^ + 62) 4" • * ' > 

oder wenn jeder Sinus rechts durch Sinus und Cosinus von et — l 
und b ausgedrückt wird, 

r = («i cos -j- fei + O3, cos -j^ feg + • • 7 ^^^ T" (^^ — 

+ («1 sin - - fei + Og sin -^ &2 + • • 7 ^^^ ~r (fi^ — • 

Bestimmt man nun, wie es immer möglich ist, zwei Grössen a und b 
nach den Gleichungen 

a cos - - b = ^, a cos - fe, 

2« , ''ti 2« , 

a sm -T- fe = ^, a sin -- 6, 

worin die Summen links sich auf alle Einzelwellen beziehen, dann 
folgen die resultirende Elongation und Geschwindigkeit von M zur 



(1) 



Zeit t 

I r «= n ain - 



a sin -T- {et — i -f- fe) , 



t? = ^ = w cos -^ (et — l + b) , 
unter 

/n\ ViTC 29t 

(o) u = — ea= jrü 

den Absolutwerth der Oscillationsgeschwindigkeit für r = ver- 
standen. Es entsteht also durch Interferenz unserer Einzelwellen 
eine resultirende Welle vom gleichen allgemeinen Gesetze, wie die 
ersteren und insbesondere auch von gleicher Wellenlänge L Die 
resultirende Wellenphase findet sich wegen (1) aus 
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2JaBm — b 
(4) tg¥6==- ^, 

wonach eine der Gleichungen (1) oder die durch Quadriren und 
Addiren beider entstehende Formel 



(5) a = y^a^ + 2^aa' cos ^ (* ~ *')> 

auch die resultirende Amplitude liefert. In (5) sind für a, a und 
bj V der Reihe nach alle Combinationen ohne Wiederholungen von 
je zweien der Elemente a^, a^, .. und der entsprechenden Phasen 
zu setzen. 

Specielle Fälle, a) Es sei 

^, ad cos -y^ (6 — &') "=^ ««'> 

dann liefert (5) 

a s= a^ -|- «2 -f- Ö3 -|- • • • , 

die Amplitude der resultirenden Schwingung ist gleich der Summe 
der Amplituden der Eiuzelschwingungen. Der Fall tritt z. B. ein, 
wenn die Phasen der Einzelwellen sich nur um ganze Vielfache der 
Wellenlänge A unterscheiden, d. h. wenn für je zwei Wellen 

l — V^ + vX 

ist, unter v eine beliebige ganze Zahl verstanden, womit nach (1) 
auch die resultirende Wellenphase um ein ganzes Vielfaches von 
den Einzelphasen abweicht. 

b) Es sei 

2 ^, ad cos T" (^ ■" ^') "^ — ^j ^*; 
dann ergibt (5) die resultirende Amplitude 

die Einzelwellen heben einander auf, die Punktreihe ist in Ruhe, 
bei Schallwellen haben wir Stille und bei Lichtwelleu Finsterniss. 

c) Es seien nur zwei Wellen vorhanden. Dann lassen sich die 
Gleichungen (4) (5) schreiben 

2« o, sin — 6, + o, Bin -^ 6, 
*8T* 2,rrT 8^' 

Oj 008 -7- ^1 "T ^ <^08 — Oj 

a = y a^ + «8* + ^0,^0^ cos -^ (ft^ — ftj). 
Speciell ergibt sich, wenn v eine beliebige ganze Zahl bedeutet, 
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für 6, — ^2 = + "ö" ^ 

a = 
für 5, — 6 



a^ + ^2 ^'^^ wenn a^ == «i a = 2ai, 



'2 



- ± "V- ^ 



für tj — 



a = 
6 



«1 — 0^2 



W 



= + ^^^;i 



2 — -L. 4 



= 1/07+02 



>; 



w 



<^ = ai 



V 



a 



2 



a = 0, 



= a^ a = «1 }/2. 



Aufgabe 114. Oleichlange Wellen entgegengesetzter 
Fortpflanznngsrichtnng. Nach § 89. 

Die Verhältnisse von Wellen festzustellen, welche durch Inter* 
ferenz beliebig vieler Einzelwellen aus einfachen Schwingungen 
gleicher Schwingungsgeraden und verschiedener Fortpflanzungsrich- 
tongen in einer homogenen Punktreihe entstehen. 

Wie im Falle der vorigen Aufgabe ist nach § 89 die resul- 
*^rende Schwingung jedes Reihenpunktes M von gleicher Dauer 
^== A : c wie die Einzelschwingungen. Wir rechnen die Entfer- 
nungen l beliebiger Reihenpunkte M von einem bestimmten Reihen- 
Punkte A aus und nennen eine Welle hinsichtlich M positiv oder 
'^ögativ, je nachdem sie in der Richtung AM oder MA fortschreitet, 
fassen wir zunächst die durch positive Wellen auf M über- 
tragerien Schwingungen ins Auge. Sie erzeugen zur Zeit t die 
^longation und Oscillationsgeschwindigkeit 



2n 



iy) 



Tp = ttp sin -T- (c^ — Z + fep), 



V, 



2« 



Up cos -^- (c^ — i + bp), 



wo 



nach A. 113, (4) (5) die Phase der resultirenden positiven 
^^11^ und die ihr entsprechende Schwingungsamplitude bei 31 be- 
^"^xn:^t sind durch die Gleichungen 



(2) 






2« , 
2]a sin 

27 a C08 —r- 



(ä> 



V p p 



cos ~ - (0 



i') = 



27t ^ 



^^^ Summen /^ beziehen sich auf alle positiven Einzelwellen. Für 



p 

^BYTCAüCH, Aufgaben zur Theorie elast. KOrpcr. 
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üy a und b, V sind der Reihe nach alle Combinationen obne Wie- 
derholungen von je zweien der a und h positiver Wellen zu setzen. 
Für die resultirende Elongation der durch negative Wellen auf 
M übertragenen Schwingungen hat man nach § 89, (2) und § 88, (6) 

Tn «= öl sin -7^ (c^ + i — 6i) + ^ 81^ "7^ (^^ + ^ — ^2) + • • • 
= (oj cos -jp 61 + «2 cos -^ 62 H / ^^ T~ (^' "t" ^) 

+ [üy sin -^ 61 + «2 sin 1 - 6« + ' ' 7 ^^^ ~r~ (^^ ^" ^)- 

Verfahren wir mit dem letzten Ausdrucke wie mit dem entsprechen- 
den der vorigen Aufgabe, so folgen die von negativen Wellen her- 
rührende resultirende Elongation und Oscillationsgeschwindigkeit 
bei M 

rn = On sin -^ (c^ + Z — 6„); 
(4) 2^ 

[ Vn = Un COS -^ {ct + l — &„), 

worin die Phase der resultirenden negativen Welle und die zuge- 
hörige Schwingungsamplitude bei M durch die Formeln 

(6) tg^i.-^ -^ -. 






r n n 

bestimmt sind. Die Summen^^ beziehen sich auf alle negativen 

n 

Einzelwellen, bezüglich der aa und bV gilt Analoges wie bei den 
positiven Wellen. 

Nach § 89, (2) (3) haben wir für die durch Interferenz sämmt- 
lieber Einzelwellen entstehende Elongation und Oscillationsgeschwin- 
digkeit beliebiger Reihenpunkte M(l) zur Zeit t 

r = rp+ r, = «^ sin -p {ct—l-\-h^ + a, sin -^ (c< + i — 6«), 



(7) 



*^ = *!p4-Vn = t<pCos - (cf— i+6p)+w»cos-^-(c< + i — 6«) 



stehende Wellen. Es interessirt nun besonders der Fall, dass 
ö« = öp und damit nach (3) (6) auch m« = Up wird. Wir erhalten 
dann aus (7) mit Rücksicht auf bekannte Formeln für die Summe 
zweier Sinus oder Cosinus 



— 291 — 



(8) 



« = 2up cos -^ ^Z — -^ J cos j- [et + -^^ J , 



und es lassen sich hieraus folgende Schlüsse ziehen. 

a) Die einzelnen Reihenpunkte vollführen einfache Schwingungen 
der in § 87 betrachteten Art. Die Grenzwerthe der Elongation eines 
beliebigen Punktes M (l) sind bestimmt durch 



2apC0S-^[l — -^ — j. 



Der Absolutwerth dieses Ausdrucks ist gleich der Amplitude a. Die 
Grenzwerthe der Oscillationsgesch windigkeit, welche stets beim 
Durchschreiten der Gleichgewichtslage eintreten^ sind 






und der Absolutwerth dieses Ausdrucks entspricht dem u in § 87. 

b) Wie bei den Einzelwellen folgen für eine gegebene Zeit t 
Yon jeder Stelle h aus in Abstanden A gleiche und in Abstön- 

den Y entgegengesetzte Schwingungsphasen, sodass auch hier die 

Curve r eine Wellenlinie bildet. 

c) Speciell die in Abständen y ^^ einander folgenden, bei 

ganzem v durch 

K + K »^ 

^ — —2 ±*2" 

bestimmten Punkte bleiben dauernd in der Buhelage, sie bilden feste 
Knotenpunkte der resultirenden Welle. 

d) Alle Punkte zwischen zwei auf einander folgenden Knoten- 
punkten passiren gleichzeitig gleiche Schwingungsphasen, also bei- 
spielsweise auch gleichzeitig die Buhelagen und die äussersten 
Elongationen. 

Da bei den betrachteten Wellen die Knotenpunkte, Wellenberge 
und Wellenthäler, überhaupt bestimmte Schwingungsphasen, nicht 
ortlich fortschreiten, so pflegt man dieselben als stehende Wdleth zu 
bezeichnen. 

Aufgabe 115. Elliptisclie Scliwingungen. Nach § 89. 

In einer homogenen Punktreihe werden zwei gleichlange Wellen 
nicht paralleler einfacher Schwingungen in gleicher Bichtung fort- 
gepflanzt. Welche Schwingungen beliebiger B^ihenpunkte M ent- 
stehen durch Interferenz der Wellen? 

19* 
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Wieder ist die resultirende Schwingung nach § 89 von gleicher 
Dauer T = k:c wie die Einzelschwingungen. Letztere können Ion- 
gitudinal, transversal oder schief sein. Legen wir Coordinatenaxen 
durch M(l) in beide Schwingungsgeraden und lassen die positiven 
Richtungen der Elongationen und Coordinatenaxen übereinstimmen, 
so sind zur Zeit t die den Elongationen der Einzelschwingungen 
gleichen Coordinaten des schwingenden Punktes 

X = ttx sin -j- (et — Z + bx)f 



(1) 



y = ay sin -y- (c^ — Z + &y) j 



unter a^, üy und hx^ hy die Amplituden und Wellenphasen der Ein- 
zelschwingungen verstanden. Bezeichnet 9 den Winkel, welchen die 
positiven Coordinatenrichtungen oder Elongationen mit einander 
einschliessen, dann drückt sich die Entfernung von der Gleich- 
gewichtslage aus 

(2) r = j/rc^ + y* + 2a;y cos tp. 

Die Coordinatengeschwindigkeiten von M sind 

Vx = Ux cos *- {et — l-\- hx)j 

Vy == Hy COS - - {et — l-^- hy), 

worin 

(4; Ux = -jj- «X = rjr ÜX, Uy «= -y- tty = -^ ay 

die Absolutwerthe der Coordinatengeschwindigkeiten beim Durch- 
schreiten der Gleichgewichtslage bedeuten. 

Es fragt sich nun, welche Bahn der Punkt M beschreibi Um 
dies zu erkennen, haben wir t aus (1) zu eliminiren. Man setze 
vorübergehend 

-T- (c^ — Z + bx) = arc sin — = a, 

-^ (et — Z + by) = arc sin -^ = /S, 

dann folgen durch Subtraction und ersichtliche Umfoi^mungen 

^{bx^by)^a-ß, 

sin 11^- \bx — *v + ^- /*) = 8^° «; 
sin -— (hx — by) cos ß + cos — (ft^ — hj^ sin /J = sin cc, 



I 
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'; 8m»-*"-(fe.-6,)(l— 8ia»/3) 

==8in*a — 28ma8in^co8 — (fcx— 6y) + sin*/Jco8^-y-(6a: — hy), 

sio* a + sin* ß — 2 sin a sin ß cos -=- (px — 6y) — ^^^^ ~ f ~ (^* — ^y) = 0, 
oder mit Rücksicht auf die Ausdrücke für a, /3 

("^ '^ + i^~ "a, a " <^°^ r (*' ~ ^) ~ ^^^ "T (*' ~ ^») = ^• 
Da hierin 

5 .V« *=*'^* ¥ (^« - *') - ^t« < ^' 

X y X y 

SO stellt (5) nach den Lehren der analytischen Geometrie eine 
Ellipse dar, die Beihenpunkte M führen elliptische Schwingungen 
um ihre Gleichgewichtslagen aus. -^ Im Folgenden möge v eine be- 
liebige ganze Zahl bedeuten. 

Speclelle Fälle, a) Es sei hx — &y = i ~5" ^; sodass die Phasen 
der Einzelschwiugungen gleich gross sind. Dann geht (5) über in 

X ^y 

die Ellipse ist zur Umhüllungslinie einer geraden Strecke geworden^ 
wir haben geradlinige Schwingungen um die Ruhelage. Da nach 
vorstehender Gleichung und (1) 

sin -^- (c^ — ? + 6,) «= sin ^~ (c^ — Z + &y); 

so folgt aus (2) die resultirende Elongation 

r = a sin ~ (c^ — Z + 6,), 

worin die resultirende Amplitude 



a = ya^ + öy* + 2a,ay cos 9). 
Speciell erhalten wir f ür 9 «=» 90^ 180^ 

a = ax'\' üy ya/ -f üy^ + (a^ — a^). 

Vom letzten Ausdruck ist der Absolutwerth massgebend, im Falle 
(ix = üy liefert er Ruhe, die Bahnellipse ist dann ein Punkt. 

b) Es sei hx — ^y = i ^^ A, womit die Einzelschwingungen 
entgegengesetzte Phasen haben. Dann liefert (5) 

a a ' 

X y 

die Ellipse ist wieder zur Umhüllungslinie einer geraden Strecke 
geworden. Da in (1) 
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sin -r- (c^ — Z -j- b,j) == — sin -y- {et — l -{- bx), 
so wird nach (2) die resultirende Elongation 

r = a sin -^ {et — Z + ^x), 
worin die resultirende Amplitude 

a = Yttx^ + a/ — 2aa.ay cos qp. 
Speciell folgen mit 9) = 90« 180<> 



a = + («x — ay) Va,* + a/ a^ + ay. 

Bezüglich des ersten Ausdrucks gilt das am Schlüsse von a) Ge- 
sagte. 

c) Es sei fear — ^y = ib — 4~ ^i wouach die Phasen der EJin- 

T 
zelschwingungen um — von einander abliegen. Dann wird aus (5) 

(^J "^ «„* ' 

die Amplituden a«, a^ der Einzelschwingungen sind conjugirte Halb- 
messer der Bahuellipse. Ist speciell a^^^ ay^ so haben wir 



^* + y* = «; 



2 



aus der Ellipse ist ein Kreis geworden. 

Weitere Beispiele der Zusammensetzung von Schwingungen 
findet man bei Melde, Lehre von den Schwingungscurven^ Leipzig 
1864', Beer, Einleit. in die höhere Optik, IL Aufl., Braunschweig 
1883-, Lissajous, Ann. d. chim. et d. phys. ser. 3, t LI; WüUnery Ex- 
perimentalphysik, 4. Aufl. I, Leipzig 1882 u. s. w. 

Aufgabe 116. Zam Princip von Hnyglieiis. Nach § 90. 

Ein Punkt 8 eines homogenen isotropen Mediums werde in 
Schwingung versetzt. Es soll bewiesen werden, dass bei der nach 
Huyghens eintretenden Interferenz secundärer Wellen doch nur die- 
jenigen Punkte einen Einfluss auf die Schwingungen eines Theil- 
chens an beliebiger Stelle M ausüben, welche der Geraden SM am 
nächsten liegen. 

Da jeder zur Zeit ti von S aus gestörte Punkt auf einer kugel- 
förmigen Wellenfläche um S liegt, so genügt es, den Einfluss der- 
jenigen Punkte auf die Bewegung von M zur späteren Zeit t zu 
untersuchen, welche auf irgend einer solchen Wellenfläche liegen. 
Es sei Q der Halbmesser der letzteren, SM '^ e, und wenn N den 
Durchschnitt der Kugelfläche mit der Geraden SM bezeichnet, ^Jfcf =s. 
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Wir denken uns die Wellenääche derart in Zonen getheilt^ dasa die 

erste, zweite, ... n-te Zone 

alle Punkte enthält, welche von M aus in Entfernungen zwischen 

s und s + -r-, 5 + und s + ~, s + ^^^ A und s + ^- 1 




Fig. 101. 

liegen. Bezeichnet dann r„ den Radius des am weitesten von N 
entfernten Grenzkreises der n-ten Zone, so haben wir 



(1) 



}/?*-'•,''+>/(«+-* i} 




Fig. 102. 

worin das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem unsere 
Wellenfläche die Gerade SM ausserhalb oder innerhalb der Strecke 
SM schneidet. Durch Quadriren folgt 

und da hiernach 



2e 



}/(»«- ri_i = 



+ .'-(. + "-i^x)' 



2e 
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so erhält man durch Subtraction des vorletzten Ausdrucks vom 
letzten die Dicke der n-ten Zone 

(2) ,i,=.J_(,+ l^A), 

und nebenbei die Gesammtdicke der n ersten Zonen 

(3) d, + d, + --+dn'=-^(s+'^)' 

Der Flächeninhalt der n-ten Zone drückt sich aus 

(4) Z. = 2«9rf, = -f^ (s + -^ a). 

Die Flächen der (n — l)-ten und (n + l)-ten Zone sind dem- 
gemäss 

und allgemein hat man 

(5) z„ = ^.^ + -''±^-. 

Da in homogenen isotropen Medien alle Flächen gleichmässig mit 
Punkten belegt sind, so können wir in (5) unter Zn — i^ Zn, Zn + \ 
auch die Anzahl der Punkte auf den Zonen » — 1 , « und m + 1 
verstehen. 

Von allen Punkten der betrachteten Wellenfläche können zur 
Zeit t Schwingungen bei M eintreffen, die aber von verschiedenen 
Richtungen und der verschiedenen Abgangszeiten oder zurückge- 
legten Entfernungen wegen auch von verschiedenen Phasen sind. 
Zu einer bestimmten Zeit tj (z. B. zur Zeit des Abgangs der von N 
eintreffenden Schwingung) sind alle Punkte der Wellenfläche in 
gleicher Schwingungsphase. Da nun die Schwingungen von zwei 

aufeinander folgenden Zonengrenzen um -^ verschiedene Wege zu- 

rückzulegen haben, womit auch die Abgangszeiten gleichzeitig bei 

M eintreffender Schwingungen um — = differiren, so sind die- 

selben von entgegengesetzten Phasen, während die Amplituden und 
Schwingungsgeraden der Kleinheit der A wegen nicht merklich von 

einander abweichen. Ebenso lässt sich jedem der Z^, Punkte auf 

Z Z 

Zone n nach (5) ein Punkt von — ^— oder -—«>-- zuweisen, welcher 

(abgesehen von verschwindend kleinen Grössen) eine Schwingung 
gleicher Schwingungsgeraden und entgegengesetzter Phase nach M 
sendend, zufolge Aufgabe 113 den Einfluss des ersteren Punktes auf- 
hebt. Damit bleiben als uncompensirt nur übrig die Einwirken 
der Punkte unmittelbar bei der Geraden SM, was zu beweisen war. 
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Aufgabe 117. Einfaclie Schwingongen isotroper Körper. 

Nach § 91. 

Es soll die allgemeine Bewegungsgleichung isotroper Körper 
A. 78, (7) 



2G — e 



tA*ö, 



auf den Fall einfacher Schwingungen angewandt werden. 
Nach § 91 hat man für einfache Schwingungen 



o = 



d(0 

dx 
dm 

cz 



— f ^j ar cos (rt), 



Hieraus folgen mit Rücksicht auf § 91, (7) — (9) 

= 1^1 er cos {rl)y 



dt 
c 



(2) !&='(y)'«'2^^^(^')' 

J^ = \t) ^'3cos(r0, 

Durch Addition der drei letzten Gleichungen entsteht 

(3) A^a, = f-f )\ cos (W), 
und schliesslich aus (1) mit (2) (3) 



w 



=y^ 



Dies ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit aller durch (1) 
bestimmten einfachen Schwingungen in isotropen Körpern. Da für 
Schwingungen ohne Dilatation die Gleichung (1) gegenstandslos 
wird, 80 sind wir nur auf die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von 
Longitndinalschwingungen gekommen (§ 99). 
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Aufgabe 118. Yerscliiebungsarbeit durch einfacbe Schwingungen 

isotroper Körper. Nach § 91. 

Die von einfachen Schwingungen isotroper Körper herrührende 
Verschiebungsarbeit auszudrücken. 

Nach § 65 haben wir für beliebige isotrope Körper die Ver- 
schiebungsarbeit 

(1) D=j^dK, 

worin das Integral sich auf alle Körperelemente bezieht und 



(2) %^ = G®—jp 



d(0 



die specifische Verschiebungsarbeit bei m (Xj y, z) bedeutet^ mit 
(3) = xJ-\- y/ + g* + 



q2 4- o2 4- o2 



Für einfache Schwingungen folgt aus (3) mit den Bezeichnungen 
und Verschiebungsausdrücken des § 91 

(4) e = '-+^^ f^)*3«, 

während nach § 91^ (14) die Dilatation 

(5) * 01 = — 2 cos (rl). 

Speciell für Transversalschwingungen hat man mit cos (rl) =0, 

und für beliebige einfache Schwingungen, wenn P den specifischen 
Druck im anfänglichen ungestörten Zustande bedeutet, der Eiufluss 
der Temperaturänderung aber ausser Betracht bleibt, nach § 65, (17) 

^ = G (@ + !^') _ Pco 

Diese Gleichung führt bei Transversalschwingungen wieder auf (6) 
und liefert für Longitudinalschwingungen mit cos (rl) = 1 

(8) ^ = (,(^y?|! + ^P2. 

Für P = (feste Körper) ist also die specifische Verschiebungs- 
arbeit an jeder Stelle und damit auch die ganze Verschiebungsarbeit 
der Longitudinalschwingungen gerade dreimal so gross, wie diejenige 
der Transversalschwingungen, vorausgesetzt, dass ein Einfluss der 
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Temperaturanderungen nicht in Betracht kommt. Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten beider Arten Schwingungen stehen nach § 99^ (11) 

im Verhältuiss VS : 1. 

Gehen wir fftr P = von den Erfahrungsformeln für feste 
Korper aus, so bleiben die Gleichungen (1) — (6) ungeändert, während 
nach § 65, (13) an Stelle von (6) tritt 

(9) ^^a{e^^)^G (^y Sl [i + _^^ eos« (rl)l 

woraus fUr Transversalschwingungen wieder (6) und für Longitu- 
dinalschwingungen 

('») » - e (¥)■ S »• 

folgt, sodass die Verschiebungsarbeiten {Qr Longitudinalschwingungen 
und TransversalschwiDgungen nun im Yerhältniss 

stehen, während das Yerhältniss der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
nach § 99, (7) 



V 



^m-^ 



ist. Für f = 4 ergeben sich wieder die oben berechneten Werthe. 
Bei isotropen festen Körpern verhalten sich die Verschiebungsarbeiten 
Imiffitudinaler und transversaler Sdnvingungen wie die Quadrate der 
hetreffenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. Der Satz gilt auch, wenn 
wir adiabatische Zustandsänderungen an Stelle der isothermischen 
annehmen, in welchem Falle in (10) rechts der Factor h hinzutritt 
(§ 100). 

Aufgabe 119. Yerscliiebangsgeschwindigkeiten einfaclier 

Schwingungen. Nach § 91. 

Es sollen die Verschiebungsgeschwindigkeiten angegeben wer- 
den, welche den in § 91 ausgedrückten Verschiebungen entsprechen. 

Die Coordinatengeschwindigkeiten n, v, w der Oscillation eines 
Theilchens der Anfangslage x, y, z zur Zeit t sind durch § 91, (10) 
bestimmt. Da nun 

r = a sin -^ {et — ax — ßy -— yz — 6), 

2 = a COS -y- {et — ax — ßy — yz — 6), 
80 folgen aus § 91, (10) oder (12) 



(2) 
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du ßjiY dv /2jt\« 



du 



er, 



du /2«Y 

dz ~ \x/ 



ytpcr, 



dv_ _ /2«\2 

cz ~U /^ 



rx^^'T 



dw 

dx 

dw 

w 

dw 

cz 






Hieraus oder aus § 91, (13) entstehen weiter 

'« /2>r\» » c*v /23r\» , d'w 



(3) 






(^YfxOcq. 



d'u /2jr\3 , 






Die Dilatationsgeschwindigkeit zur Zeit t ergibt sich 

, dw /2w\2 . ^ 



du . dv 

7 + 



W ^ "" aa; "T- ^y -r ^^ 

und deren DiiFerentialquotienten 



(5) 



|- (x)Vcgcos(ri), 

a. =-(T)Vc2cos(rO. 






Die Gleichungen (3) aber liefern 

(6) ) A^t; =— (^ffxcq, 

Aus vorstehenden Beziehungen können für Potentialschwingungen 
und Schwingungen ohne Dilatation dieselben Schlüsse gezogen wer- 
den wie in § 91. 

Aufgabe 120. Potentiale einfacher Longitndinalscliwiiigaiigen. 

Nach § 92. 

Die Potentiale der Verrückungen und Verschiebungen für ein- 
fache Longitudinalschwingungen anzugeben. 

Dass Longitudinalschwingungen eine Potentialbewegung bilden, 
ist in § 91 bewiesen. Lassen wir nun die positive Richtung r der 
Elongationen mit der Fortpfianzungsrichtung l übereinstimmen^ so 



- 301 - 

ergibt § 30, (1) wegen 9) = «, ;g = /3, ^ = y mit § 91, (5) (7) für 
das Potential der Verrückungen 

= a sin y (c< — ax — ./Sy — yjer + 6) (a da: + /J rfy + y dz). 

Das Verrückungspotential ist also bis auf eine willkürliche Con- 
stante, die gleich Null gesetzt werden kann, 

-F = — g— a cos -^ (c< — ax — ßy — 7^ + 6) 

Dagegen ist das Verschiebungspotential nach § 31 bis auf eine 
willkürliche Constante die NormaWerschiebung 

(2) n« = — ,~ 2 cos^ (Zn) = oj cos^ (Zn). 



Aufgabe 121. Spaiiiiiuigen durch einfache Schwingungen. 

Nach § 92. 

Die von einfachen Schwingungen allein herrührenden Span- 
nungen isotroper Körper abzuleiten. 

Nach § 92 ist die durch einfache Schwingungen erzeugte Glei- 
tung zweier beliebiger Richtungen w, s bei m (x, y, z) 

gns '^ ^q [cos (In) cos (rs) + cos {Is) cos {rn)j , 

worin l die Richtung der Fortpflanzung durch m und r die Rich- 
tung der positiven Elongationen von m bedeutet. Demnach liefern 
uns die nach der Erfahrung und unserer ersten theoretischen Ab- 
leitung gültigen Formeln für Potentialspannungen des § 49 für ein 
Flächenelement in beliebiger anfanglicher Normalenrichtung n die 
Spannungscomponente in jeder Richtung s 



(1) 



A?« = ^ Gq I cos (In) cos (rs) + cos (Is) cos (rn)J 

— p cos (ns) = Nay 
und beispielsweise die Normalspannung mit s «= n 



4« 



(2) Nn=^ r ^^ ^^^ (^**) ^^^ (^^) — P' 

Aus (1) folgen mit s ^=^ x, y, z und den Bezeichnungen § 91, (1) (3) 
die Componenten der Totalspannung i2„ in den Richtungen rc, y^ z 
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(3) ' Yn = ^^^[x COS (In) + ß cos (rn)J — |) cos (ny), 

Zn = ^ Gq\t cos (Zn) + y cos (rn)J — |) cos (itjer), 



woraus wieder init w = a?, y, jb? 



Xt = ~Gqaq> —p, 



(4) 



4s 



^»"~ l 



ö«/Jz —p, 



X,= --^ Gq (q>ß + ax), 
Y, = -^-^Gq{xr + ßt), 



Z. -Qqy^ 



29r 



Z, = — , ß? (^a + y^')- 



Handelt es sich nun lediglich um diejenigen Spannungen, welche 
durch die Elongationen von den Gleichgewichtslagen zur Zeit t be- 
dingt sind; so hat man für beliebige isotrope Korper mit § 91, (14) 
nach der ersten theoretischen Ableitung § 57 

;5) |?=»^Ggcos(rO, 

und nach der Erfahrungsformel A. 59, (7) 



(6) 



-zr^^Gq cos {rt). 



Will man jedoch diejenigen Spannungen mit berücksichtigen, welche 
von der bis zur Zeit t entstandenen (infolge der Schwingungen oder 
aus anderen Ursachen) Temperaturänderung z und eventuell auch 
von der Anfangsspannung P herrühren (für feste Körper P=0), 
so hat man nach § 57 

(7) 1». 

und nach A. 59; (7) 

(8) p = 



2« 



P + Jt + ^ (?2 COS (rl), 



P+Jt + y^^-fGqcoB{rt). 



Ganz wie in Aufgabe 109 übt die Temperaturänderung zwar einen 
Einfluss auf die Gleichgewichtslagen aus, ohne aber die Schwin- 
gungsgesetze zu modificiren. 

Für Longitudinalschwingungen haben wir, wenn die positive 
Elongation r der Richtung l entsprechend gewählt wird, mit r = l 

^ - -r- Gq cos (In) cos (Is) — j) cos (ns), 



Sn = 



An 



(9) \ N„ Y- Gq C08* {In) - p, 

fQr « = Z, s±l, Sn = 0. 



{ 
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Die Wellenflächen werden nur von NormalspannuDgen afficirt (§ 100). 
Auch die Gleichungen (3) — (8) vereinfachen sich, in (3) (4) hat 
man aa=y, ß s=: j^^ y = ^. Für Trans Versalschwingungen ist 
cos (rZ) «= 0, womit nach (5) (6) auch p verschwindet. 

Um die Spannungen auf Grund der zweiten theoretischen Ab- 
leitung zu erhalten, entnehmen wir aus § 92 

s« = j- g cos (In) cos (r^), w, = — ^ q cos (Is) cos (rn), 

womit nach § 58, (14) die allgemeine Spaunungscomponente 

Tor 4« 

(10) 



I iS, = — X ^* ^^® ^^^^ ^^® ^^^^ 



I + ~r ^9. L^^s (Zn) cos (rs) — cos (Is) cos (rn)\ — p cos (ns), 
oder dem ersten dort gegebenen Ausdrucke zufolge 

\Sn = p Bq cos (in) cos (rs) + cos (Zs) cos (rn)\ 

I + (^ + <^^) -j jf COS (/n) cos (rs) — p cos (ns). 

Hierin ist 2G^^2H — P — e7r und von den Blongationen allein 
herrührend 

(12) p^^-^HqcoB(rl), 

ond einschliesslich des Beitrags der Anfangsspannungen und Tem- 
peraturanderung 

(13) p = p+ Jr + ^ Hq cos (rl). 

Wir können nun Sn ganz wie oben specialisiren, für die Normal- 
spannung ergibt (10) wieder die Formel (2). 

Aufgabe 122. Allgemeinste^ LSsnng einer Schwlngnngsgleiclinng. 

Nach § 93. 

Für parallel der ri;*Axe fortgepflanzte Schwingungen sei 



^ ^ dt* ~ ^ dx* ^ 

woriu c^ eine Constante, r die Elongation und also 

(2) ■ 41 = . 

<lie Oscillationsgeschwindigkeit bezeichnen. Die allgemeinste Losung 
▼on (1), sowie die Bedeutung von c abzuleiten. 

Eine Particularlosung von (1) ist bei geeigneten constanten a, ß 

r = e***+/*', 



i i 



(9) 
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i;{x-ct)=i 'F{x - et) - -^ G{x — et). 



2 ^ ^ 2ac 

Betrachten wir nun lediglich die Bewegung^ welche von der zur 
Zeit ^ = vorhandenen Störung auf einer bestimmten Strecke s 
herrührt. Dann entsprechen den Punkten x, dieser Strecke 

für ^ = 0, r = 9 (x,) + ^ (a:,), 

während für alle ausserhalb s gelegenen Punkte x die r gleich Null 
zu setzen sind. Der so gegebene Anfangszustand lässt sich auf zwei 
andere zurückführen, womit auch der dadurch bedingte Zustand zu 
späterer Zeit aus zwei Theilbewegungen resultirt. Die erste der- 
selben liefert mit ^ = 

für ^ = 0, ^1 = 9 (^*); 

die zweite mit 9 = 

für < = 0, rg = ^(a?,), 

„<==<, ^2 = ^ (^* — et). 

Wird q> (a;,) durch eine Curve dargestellt, so stellt 

9? {x, + et)^q> (x) 

genau die gleiche Curve dar, nur dass entsprechende Abscissen jetzt 
Qm et grösser sind. Ebenso liefert 

^ (Xt — et) = il> (x) 

dieselbe Curve wie if (Xg) mit um et kleinereu Abscissen entsprechen- 
der f. Die erste Curve ist also in der Zeit t um et in der Richtung 
Xf die zweilß in derselben Zeit um et^ in der Richtung — x fort- 




Fig. 103. 

gerückt, es stellt c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der betrach- 
teten Schwingungen dar. Weil nun v^, v^ nach (6) durch die 
Ausdrücke für r^, r, mitbestimmt sind, so können wir aussprechen: 
Jede Störung auf einer Strecke s erzeugt zioei Wettenhewegungen^ welehe 
sich mit constanter Geschwindigkeit e und eonstanter Störungsstrecke s 
nach beiden Seiten fortpflanzen. 

Wir haben oben die Function 9, ^ durch die Gleichungen (5) 
eingeführt und es könnte danach scheinen, dass (1) denselben spe- 
cielle Formen vorschreibt. Es lässt sich jedoch sofort zeigen, dass 
wir in der Lösung (6) unter 9, "^ ganz beliebige Functionen von 

WBTB4UCH, Aufgaben snr Theorie elast. KArper. 20 



\ 
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X '{' et und X — et zu verstehen haben. Für solche ergeben sich 
mit den abkürzenden Bezeichnungen 

u =^ X -\- ctj w ^^ X — et 

die partiellen Differentialquotienten 

dr dr^ du_ , dr_ dw / dr dr \ 

dr dr Sw I dr dw dr_ , dr^ 

dx du dx ' dw dx du~^ dw ^ 

und weiter 

d^r _ 8 /_a^ , ^*f^\ 

at* ~^ Vau« "T" dwv' 

d'^r a*r j_ a*r 

womit Gleichung (1) genügt wird. 

Aufgabe 123. Bereclmnng der Schallgescliwindigkeit. Nach § 95. 

Es soll die Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler Schwin- 
gungen beliebiger Körper unter der Voraussetzung abgeleitet wer- 
den, dass die Schwingungen lediglich durch Spannungen normal den 
Wellenflächen bedingt und von Verrückungen senkrecht zur Fort- 
pflanzungsrichtung unabhängig sind. 

Wir fassen die Spannungen und Verrückungen als Functionen 
des Orts der zugehörigen Flächenelemente und Eörperpunkte im 
anfänglichen ungestörten Zustande auf und haben dann nach § 61, 
(1) (10) bei m {x, y, z) 



^X. 



dx^ az, /a*6 \ 



dx 

Legt man die x-Axe parallel der Fortpflanzungsrichtung oder senk- 
rect der Wellenfläche durch m, so folgt nach der Voraussetzung 
mit Xar = — p für Schwingungen um die Gleichgewichtslagen 

K^J '^ dx~^ dt*' 

worin fi die anfängliche specifische Masse und g die augenblickliche 
Elongation eines Theilchens bei m bedeuten. Wegen iy = g = ist 
die Dilatation bei m nach § S2, (8) 

Wenn nun für gleichzeitige Aenderungen von p und o 

(3) P=n<o), c=|j 

gesetzt wird, so können wir die Beziehung (1) schreiben 
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A , ^ dx ~^ dt*' 

oder auch 

^^^ dt* ^ Iß, dx^ ^' 

Beim Punkte der anföoglichen Lage x -|- dx, y, z sind zur Zeit 
/ -f it die Elongation und Dilatation 

s + IJ-'^^ + lf'^*' 

Wählen wir nun dx==^ c dt, unter c die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit verstanden, und setzen voraus, dass sich die Schwingungen auf 
die Länge dx ungeschwächt fortpflanzen, so herrscht zur Zeit t-j-dt 
bei X -^ dx derselbe Zustand, wie zur Zeit t bei x, es entstehen 

I dm ,, , dm j, 

woraus 

dj di dm dm 

r\ dm _ a»j , a*5 

Der Vergleich von (5) mit (4) liefert die Portpflanzungsgeschwin- 
digkeit 

(6) <^''V-J> 

oder, wenn V das speciflsche Volumen bedeutet, mit 

(7) '"^JV ^^%^'- 

(8) c^y-gV>^. 

Dieselbe Formel hat sich in § 94 für Flüssigkeiten ergeben und ist 
in §§ 95, 96 auf Gase, Dämpfe und tropfbare Flüssigkeiten ange- 
wendet worden. Das Verhältniss e und der Differentialquotient in 

(8) entsprechen einer adiabatischen Zustandsänderung. Für Gase 
beispielsweise erhält mau mit 

die bekannte Formel 

(9) c = YkgpV = YkgRT. 

Zu beachten ist, dass Formel (6) (8) hier nicht, wie in § 94, den 
Drack|} nach allen Seiten gleich gross voraussetzt. In Aufgabe 124 
folgt eine Anwendung auf feste Körper. 

20* 
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Da Gleichung (5) von der in Aufgabe 122 untersuchten Form 
ist, so gilt auch die dort gegebene Lösung und wir hätten schon 
aus dieser schliessen können, dass c^ «s — e: ^i das Quadrat der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist. Schliesslich sei erwähnt, dass 
(1) (4) und alle Consequenzen dieser Gleichung nicht auf isotrope 
Körper beschränkt sind, sondern immer dann eintreten, wenn die 
Fortpflanzung längs einer Elasticitätsaxe stattfindet (Drähte, Walz- 
eisen u, s. w.). 

Aufgabe 124. Scliallgescliwiiidigkeit in festen K6rpern. 

Nach § 95. 

Es soll aus der in Aufgabe 123 gefundenen Formel (6) die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler Schwingungen in festen 
Körpern abgeleitet werden. 

Die fragliche Formel lautet 



(1) . -V- i 



mit 



dp 



H Sm ' 



wobei der Differentialquotient einer adiabatischen Zustandsänderung 
entspricht. Bei Ableitung dieser Formel wurde angenommen, dass 
die Schwingungen lediglich durch Spannungen senkrecht den Wellen- 
flächen bedingt und nicht mit Bewegungen senkrecht den Wellen- 
flächen verbunden sind. Für feste Körper trifft dies nicht zu; hier 
ruft eine Kraft in bestimmter Bichtung auch Bewegungen der Körper- 
punkte senkrecht zu dieser Bichtung hervor, wie z. B. durch Zug 
in der Längsrichtung eines Stabes eine Contraction der Querschnitte 
erfolgt (§ 47). Sollen also Longitudinalschwingungen allein ent- 
stehen, so müssen neben den Spannungen senkrecht den Wellen- 
flächen noch andere Kräfte wirken, durch welche die sonst auf- 
tretenden Seitenbewegungen verhindert werden« Da jedoch obige 
Formel auf feste Körper angewandt werden soll, so müssen wir die 
ihr zu Grunde liegende Anschauung beibehalten und consequenter 
Weise annehmen, dass die Dilatation eines zwischen zwei unendlich 
benachbarten Wellenflächen liegenden prismatischen Körperelements 
lediglich von einer Aenderung l der anfänglichen Länge { herrührt, 
sodass 

(2) daj = -^ = y, ^=dr^- 

Nun hat man nach § 81, (15), worin — 6 dem jetzigen p entspricht^ 

und hieraus 
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(3) c^E(al';^-l), 

der Differentialquotieut betrifft wieder eine adiabatische Zustands- 
änderung. 

Bei Vernachlässigung der die Schwingungen begleitenden Tem- 
peraturändernngen wird e = — E und damit aus (1) 

(4) .=]^. . 

Dies ist die gewohnlich verwendete Formel für die Schallgeschwin- 
digkeit in festen Körpern; sie kann nach obiger Darstellung als 
Näherungsformel gelten, während sich in § 99 bei schärferem Vor- 
gehen ergab 

Um auch die Temperaturänderung zu berücksichtigen, ent- 
nehmen wir aus A. 103, (17) für adiabatische Zustandsänderungen 
eines nur in der Längsrichtung gezogenen oder gedrückten Stabes 

von der Länge l 

dp Cp . E 

"äl "" "" c/ T ' 

worin Cp^ Ci die specifischen Wärmen bei constantem p und con- 
stantem l bedeuten. Damit wird nach (2) 

(5) e^--^E, 
und Gleichung (1) liefert 

(9) "'Vij- 



In § 100 erhielten wir genauer 






unter €„ die specifische Wärme bei constantem Volumen verstanden. 
Die Ableitungen der beiden letzten Aufgaben mit geringer 
Modification gab der Verfasser in Wiedeniann's Annalen d. Phys. 
und Chemie, 1884, IL 

Aufgabe 125. Ueber Schwingungen prismatischer Stäbe und 

Fl&ssigkeitssänien. Nach § 97. 

Die Grundgleichungen elastischer Schwingungen unter der Vor- 
aussetzung für prismatische isotrope Stäbe und Flüssigkeitsaäulen 
zu specialisiren, dass die Punkte, welche im ungestörten Zustande 
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auf einem ebenen Querschnitte liegen ^ sich gleichzeitig in gleicher 
Schwingungsphase befinden. 

Da die Grundgleichungen für Schwingungen beliebiger isotroper 
Körper diejenigen für Flüssigkeiten als speciellen Fall enthalten, so 
gehen wir von ersteren aus. Es ist darin die Dilatation 

_ ^i I cTi j. dz 
^— dx '^ di'^'dt'' 
und für F=l, i?, g 

ex* ' dy* ' dz* 

Legen wir die a;-Äxe parallel der Prismenaxe, dann liefern di<;se 
Gleichungen für 46n Fall unserer Aufgabe 



m "--H-. 


dm d*i dm dm ^ 
dx dx* ' dy dz ' 


(2) A>{-0, A',-0, A>S-|*i., 


und es folgen aus § 97; (8) die Grundgleichungen 




dt* ~" ^ dx* ' 


(3) 


dt* ""^ dy* ' 




d*S ^2 c*i 
l dt* ^ cz' ' 


worin als Bezeichnungen gelten 


(4) c Y'^ 





Nach (3) sind für Flüssigkeiten wegen (r = 0, 0=0 nur Lon- 
gitudinalschwingungen der angenommenen Art mögüch, während 
bei sonstigem isotropen Material die Schwingungen aus Longitu- 
dinalschwingungen der Gleichungen 

^^> et* '^ dx*' "*— dx ' 

uud Transrersalschwingungen der Gleichungen 

zusammengesetzt sein können, wenn für letztere Beziehung die y-Axe 
parallel den Elongationen gelegt wird. Mit den hier betrachteten 
Schwingungen hat man zum Beispiel im Falle des § 91 zu thun, 
wenn ein Prisma abgegrenzt wird, dessen Axe mit einer Fortpflan- 
zungsrichtung l zusammenfallt; während der Querschnitt unendlich 
klein ist. 
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Von Interesse ist nun die Frage, welche der angenommenen 
Schwingungen in isotropen Prismen auftreten können, wenn die 
Mantelfläche frei oder nur durch normale Kräfte beansprucht ist. 
Da die i, i], S ^on x allein abhängen, so sind ihre Differential- 
quotienten nach y, z gleich Null und 

di dfj dt 

dx ^ dx ^ dx 

für alle Punkte eines Querschnitts gleich gross. Dies setzt aber an 
der Mantelfläche Transversalspannungen 

' ox ' ex 

voraus, wenn nicht i}, g verschwinden, womit nur Longitudinalr 
Schwingungen übrig bleiben. Die Querschwingungen von Saiten 
beispielsweise lassen sich also nicht nach obigen Gleichungen be< 
urtheilen. . 

Aufgabe 126. Einfache Schwingnngen reibender Flfissigkeiten. 

Nach § 98. 

Es soll festgestellt werden, welche Wellen einfacher Schwin- 
gungen die Beweguugsgleichungen reibender Flüssigkeiten zulassen. 

Werden die Componenteu u, v, w der Oscillationsgeschwindig- 
keit genügend klein vorausgesetzt (§ 92) und kommen äussere 
Massenkräffce nicht in Betracht, dann lauten die Bewegungs- 
gleichungen reibender Flüssigkeiten nach § 64 



(1) 






dy f dy ^ dt 



r( K% I ^P \ dp dto 



worin q die Dilatationsgeschwindigkeit bedeutet. Für einfache 
Schwingungen hat man mit der Bezeichnung 



(2) G«-^ 


cq 

r 


/• = 


2» q f 

T r ' 


nach § 91 und Aufgabe 119 








/•A*tt=C?A»|, 


• 




' dx dx ' 


fA*v =GA*i7, 






f df p dm 


/•A*w = GA«g, 






' dz dz 
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Mit diesen Ausdrücken und § 91, (11) gehen obige Gleichungen in 
die folgenden für einfache Schwingungen gültigen über 






(3) 



df 






Hierin ist G nach (1) bei einem bestimmten Punkte m von der 
Schwingungsphase abhängig , sein Mittel werth zwischen beliebigen 
Elongationen Tq, r findet sich unter Beachtung von § 91, (9) 



(4) (^ 



r r 



Die Gleichungen (3) stimmen der Form nach genau mit den 
zu Anfang des § 96 für beliebige isotrope Körper angesetzten über- 
ein, sie haben also auch die aus letzteren in § 97 abgeleiteten 
Lösungen (welche nebenbei in ähnlicher Weise wie dort aus (1) 
hervorgehen). Demnach würden in reibenden Flüssigkeiten Longi- 
tudinalschwingungen und Transversalschwingungen mit den Ge- 
schwindigkeiten 

fortgepflanzt. Diese Grössen sind nun mit G von der Schwingungs- 
phase abhängig. Da jedoch die Beziehungen für einfache Schwin- 
gungen nur die mittleren Fortpflanzungsgeschwindigkeiten im Auge 
haben (welche der Beobachtung allein zugänglich sind), so hat man 
auch in (5) den Mittelwerth von G für eine ganze Schwingung zu 
verwenden. Derselbe findet sich aus (4) mit r = rQ 

Daher werden Transversalschwingungen gar nicht und Longitudinal- 
schwingungen wie in vollkommenen Flüssigkeiten fortgepflanzt, was 
die Erfahrung bestätigt. 

Aufgabe 127. Das Problem der schwingenden Saiten. Nach § 100. 

Eine vollkommen biegsame Saite sei durch eine in der anfäng- 
lichen Axe wirkende Kraft H gezogen und mit beiden Enden der- 
art festgehalten, dass Bewegungen senkrecht zur Axe an diesen 
Stellen ausgeschlossen sind. Die Saite werde auf irgend eine Weise 
aus der Gleichgewichtslage entfernt und dann sich selbst und der 
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Einwirkung von H überlassen. Die^Gesetze der entstehenden Quer- 
schwingungen abzuleiten. 

Wir wählen ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen a;*Axe 
in die anfangliche Saitenaxe föllt, während der Ursprung der Coor- 
dinaten an einem Ende der Saite liegt und für das andere Ende 
x=^l ist. Es handelt sich dann um die Schwingungen der Saiten- 
punkte senkrecht zur :c-Axe, sagen wir in der icy-Ebene. Nach 
A. 34, (4) oder A. 131, (8) lautet die Grundgleichung 

^^ dt* ~ iiF ex*" 

Da dieselbe von der in Aufgabe 122 betrachteten Form ist, so 
haben wir als allgemeine Lösung 

(2) ij = q>{x + et) ^^ix- et), 

worin 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störungen bedeutet. Die 
Form der vorläufig willkürlichen Functionen 9, ^ hängt vom An- 
fangszustande und sonstigen Bedingungen der Aufgabe ab. 

Im vorliegenden Falle muss y f ür a: =« zu jeder Zeit t ver- 
schwinden. Diese Bedingung erfüllen für jedes constante u 

sin a{x — et) + sin a{x -\- et) — 28in ax cos aet, 
cos a{x — et) -— cos a (x -j- et) = 28in ax sin aet, 

und ebenso bei beliebigen constanten Ä, B 

y = sin ax \A cos aet -\' B Bin a et\ . 
Da aber y auch für x '=^1 gleich Null sein soll, so muss a der Form 

a p 

entsprechen, unter m irgend eine ganze Zahl verstanden. Die 
Gleichung hat also unendlich viele Particularlösungen von der Form 

(4) ym = sin -,- nx [-4« cos ~icet -^^ Bm sin y ä cd , 

deren jeder eine Oscillationsgeschwindigkeit 

{pj Vm =* - o . = y ÄC Sm y ä:C Bm COS y Ä CI — Am Sm y Ä CT 

angehört, während ym die Elongation bedeutet. 

So lange nicht einzelne Particularlösungen durch die Bedin- 
gungen der Aufgabe ausgeschlossen sind, entsprechen sämmtliche 
ymf Vm mit m = 1, 2, 3, • cx) gleichzeitig möglichen Schwingungs- 
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zuständen, während die resultirende Schwingung jedes Punktes x 
durch die vollständige Lösung 



(6) 



y =^ym =^ sin Y 7CX [Am cos Y ÄC^ + JB,„ sin ~ %ct\ , 



QO 



QO 



V =^, tm = -T- Xt ^ Sin , XX \Bm COS -f^ct — Afn Sin -,- ÄC^J 



bestimmt ist. Der Wegfall von Gliedern dieser Reihen zeigt sich 
an dem Verschwinden der entsprechenden -4^, Bm- Ist das Glied 
w === 1 nicht gleich Null, so wiederholen sich die Schwingungs- 
phasen aller Punkte x in Zeitjntervallen 2\, bestimmt durch 



(7) 



TCcT^ = 2äJ, 



T, - ?/ - 2i 



1/f- 



Sind jedoch beispielsweise nur diejenigen Glieder von Null verschie- 
den, für welche m ein ganzes Vielfaches von c ist, so entspricht 
m «» e dem ersten Gliede und die Schwingungsdauer ergibt sich aus 



(8) 



e%cT^ = 2ytl, 



rp 21 21 ^/W 



Die Coefficienten Ämj Bm aller y«,, v,« lassen sich bestimmen, 
wenn die resultirenden Blongationen und Geschwindigkeiten y, v für 
irgend einen Zeitpunkt gegeben sind. Rechnen wir von diesem aus 
die ty so hat man dann nach (6) 



(9) 



«o 



(y)<=o = ^Am sin ^jtx = F(x), 



OD 



(v)/=o = -r X , w sin ^ Jtx = G (x). 



Da aber nach Ableitung von LdUfrange oder Fourier für 0<a;<Z 
1 



f'(x) '=^ Cm sin y 7CX mit C! 






m 



/*(ic) sin ^ WÄ • da:, 



2 



so folgen für beliebige m 



(10) 



'■»» 



==ljFix)s\ 



m 



sin -,- Äo; • da:, 



JB 



m 



isl^y G (x) sin ^ 



T- Äj; • ax. 
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Die Ämf Bm lassen sieh übrigens leicht direct ableiten. Es 
handle sich um ihre Werthe für m = (i. Man hat bei beliebigem m 
i 



/"■ 



2 / sin y nx sin -^ tcx 'dx 



I 



cos — X'- %x ' dx — I cos — ) nx • dx 

ö 

l Bin (w — ft) « l sin (m + /*) ä 



und hiernach 



(11) 



i 



für m^ ^ 2 / sin -'* nx sin y nx - dx = 0^ 







2j sm y 



,, m = fi 2 f sin ^ nx sin y nx 'dx ^^ l. 



Multiplicirt man nun die Gleichungen (9) mit 2 sin i- nx* dx und 
integrirt von bis {, so entstehen die Beziehungen 



2/> 



{x) sin ^ nx ' dx 



i 



= ^ -4to ( / cos -^-T-'^ nx * dx — I cos ^'^^ ^x • rfa; j «« Z-4^i, 



2 I G{x) sin —-nx' dx 



= ^^,m.B„4( / cos -- 1— Äo; • rfa; — / cos^—^Ärc-da;) = fi3rcß;i, 



welche für jedes ft der Reihe 1, 2, • • m, • • c» gelten und also 
mit (10) übereinstimmen. 

Nach der Interpretation der Akustik entspricht jede Particular- 
losung ifmj Vfn ciucm einfachen Tone, mit m = 1 erhalten wir den 
Orundton^ mit m «» 2, 3, . . die zugehörigen Obertöne, der Ton vom 
Index m heisst der m^ Ton, Die Schwingungsdauer und Bchwin- 
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gungszahl des m^^ Tones ergeben sich nach (4) (5) aus m%c Tm= 2«Z 
und Tn = 1 

(12) Tm = -— , nm = 



mc ' ^ 21 

Die Höhe der Schwingungszahl bestimmt die Hohe des Tones, die 
Grösse der Schwingungsamplituden die Stärke desselben. Für eine 
bestimmte Saite stehen die Schwingungszahlen des Grundtons und 
der Obertöne im Verhältnisse 1 : 2 : 3 . . : m . ., die entsprechenden 
Töne bilden eine sogenannte harmonische Tonreihe, deren tiefster 
der Grundton ist. Seine Schwingungszahl ist 

also proportional der Spannung pro Quadrateinheit Querschnitt, 
umgekehrt proportional der Länge und specifischen Masse oder Dich- 
tigkeit der Saite. Da bei einer vorhandenen Saite F, l, (i gegeben 
sind, so hat das Stimmen durch Anziehen und Nachlassen zu er- 
folgen. Die Schwingungszahlen der musikalisch gut brauchbaren 
Töne liegen zwischen 40 und 4000, diejenigen der überhaupt wahr- 
nehmbaren zwischen 20 bis 38 000. Der Klang einer Saite, wie 
jedes andern tönenden Körpers, ist der Gesammteindruck ihrer gleich- 
zeitig hörbaren Töne. Die Stärke, Höhe und Farbe des Klanges sind 
durch die Grösse der Amplituden, die Schwingungszahl des tiefsten 
Tones und die Verbindungen desselben mit Obertönen bedingt. Das 
menschliche Ohr besitzt die Fähigkeit, den Klang eines tönenden 
Körpers in seine Partialtöne zu zerlegen, doch erfordert dies Uebung; 
am deutlichsten ist der tiefste Ton hörbar, welchem eben die grösste 
Amplitude zukommt. Umfassenden Aufschluss über alle diese Fragen 
findet man in Helmholtz, Lehre von den Tonempfindungen als psy- 
chologische Grundlage für die Theorie der Musik, Braunschweig, 
3. Auflage 1870. 

Für den dem m^° Tone entsprechenden Schwingungszustand 
hat man nach (4) (5) zu jeder Zeit t 

die Elongation y = für sin y jra; = 0, 

Grenz werthe von y 
das heisst es existiren 

Knotenpunkte bei x =^ 

Bäuche „ x = -=^, ^, ~-, • • • ~r " h 
" 2m' 2m' 2m' 2m ' 

unter Bäuchen Wellenberge • und Wellenthäler verstanden, welche 
zu bestimmter Zeit bei vorstehenden x alterniren und sich bei jeder 





}} 


m 
sm y %x 


= + 1, 


l 


21 
m' 


32 

— ... 

m' 


i, 


l 


32 


hl 


2m— 1 
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dieser Äbscissen mit der Zeit ablöseu. Für alle Saitenpunkte x 
haben wir gleichzeitig 

ym = 0, wenn Am cos , äc^ + Bm ^m-r Ttct = 0, 



(14) 



Vm = 0, „ Am sin -y ^Ct B,n COS -j^ TCCt = 0, 



Es entspricht also jedem einfachen Tone eine stehende Wellen- 
bewegung; deren Knotenpunkte beim m^° Tone die Grenzpunkte der 
m einander gleichen Strecken bilden^ in welche die Saitenlänge l 



2.Tofi^ 



Flg. 104. 

zerlegt werden kann, während die Bäuche in den Mitten dieser 

Strecken liegen. Bezeichnet man die in Intervallen von -^ auf- 
einander folgenden Zeiten der Gleichgewichtspassagen und Grenz- 
elongationen durch Iq und ta, so folgen aus (14) 

(15) _ = tg y ÄC^a = — cot -, ÄC^O; 

m 

und damit bei beliebigem x die Grenzwerthe von y nach (4) 

(16) ya= - - sin y Äic = — -^^ sin y 7tx, 

cos -j- n et GOß ^ n ct„ 

sowie die Grenzwerthe von t; nach (5) 

(17) t^o=y^^y«- 
Speciell bei den Bäuchen hat man 

(18) y„ = - '*'" ■^•" 



cos — n ct^ cos — nciQ 

Die ya lassen sich mit Rücksicht auf (15) noch anders ausdrücken, 
der Absolutwerth von ya ist die Amplitude der Querschwingungen 
bei X. 

Hat die Saite zur Zeit ^ = ihre Schwingungen mit der Ge- 
schwindigkeit begonnen, oder überhaupt zu dieser Zeit überall 
die Geschwindigkeit Null gehabt, dann muss (6) für f «=> bei be- 
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liebigem x den Werth v = liefern, was nur möglich ist, wenn 
alle Bm verschwinden und demnach wird 



(19) 



y = ^, Am sm y 7CX cos , JccL 



Hat sie ihre Schwingungen zur Zeit ^ »» aus der Gleichgewichts- 
lage begonnen oder überhaupt zu dieser Zeit in allen Punkten die 
Gleichgewichtslage eingenommen, dann muss (6) für ^ = bei be- 
liebigem X den Werth y =» ergeben, was erfordert, dass alle A^ 
verschwinden, womit wir erhalten 



OD 



(20) 



y =^> Bm sm y %x sm y « et 



Je nach den sonstigen Bedingungen des Änfangszustandes können 
noch besondere Kategorien der Amj Bm und damit die entsprechen- 
den Tone wegfallen. 

Beispiel Es sei die Saite durch einen Stift aus der Gleich- 
gewichtslage gezogen worden, bis sie nach zwei bei o; <= a, y =^h 
zusammenhängenden geraden Linien geformt war. Die Coefficienten 
Ämy Bm der mit dem Loslassen entstehenden Schwingungen anzu- 
geben. 

Da die Saite ihre Schwingungen ohne Geschwindigkeit beginnt^ 
so sind alle Bm gleich Null. Da femer zur Zeit ^ «= 



für x<a 



y ^^ — X 



Fix), 



n 



x> a 



y-'i^n^-F(x), 




Fig. 105. 

SO liefert (10) zur Verwendung in (19) 



a 

= -r / a; si 



sm y nx 








(21) A„ = 

Hiemach ist Am = und fallt der m^ Ton fort für 



2&Z» . tn 

™ a (i -— a) m" n* l 



a = 



VI 



27 



m 



Sl 



m 



m — 1 
m 



l 



Ferner fallen bei bestimmtem a diejenigen Am und zugehörigen 
Töne weg, für welche 
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22 32 



a ' a ' a ^ 



l 

ganze Zahlen sind, speciell fär a <» -r- also die Tone 

f» =» 2, 4, 6, • • • 

In diesem letzteren Falle haben wir nach (21) (19) 

M Sh mn 

^3Ljii ^^^ ä « sin 71 ■ 

86 r . « « . 1.3« 8« . 

y = -^ [sm y a; cos y c^ — - sin y- a? cos y et 

, 1 . 6« 5» - "1 

+ ^^^^T^<^os-j- et J, 

und verhalten sich die grössten Amplitaden (bei den Bäuchen) der 

Yorhandenen Tone 

1, 3, 5, ••!»•• 

- 1 1 1 

wie l:-^-:^:--^-- 

9 25 m* 

Selbstverständlich muss der Grundton noch mehr als sonst über- 
wiegen, wenn der ihm in der Stärke nächststehende nicht auftritt. 

Beispiel. Welche Form muss die Saite zur Zeit ^ <» haben, 
wenn ohne Geschwindigkeit zu dieser Zeit durch Loslassen nur der 
Ton m =: ^ entstehen soll? 

Die verlangte Form der Saite ist bestimmt durch die Gleichung 

für ^ = y = 6 sin ^ Äo; = F (x). 

Wir haben dann für beliebige m 

i 

Am '^ Y 1 sm y «a; sm y «a: • dx, 



und mit Bücksicht auf (11) 

während alle übrigen Am verschwinden. Da nun der anfänglichen 
Geschwindigkeit Null wegen auch alle Bta gleich Null sind, so 
erhält man * 

y s=B h sin -j xx cos y Ttct «= y^. 

Die Bewegungsgesetze der Saiten sind von Galilei^ Newton, 
TayloTy EuleTy Daniel Bemotiüi u. Anderen behandelt worden. Die 
Darstellung BemouUts findet man in Riemann's partiellen Differen- 
tialgleichungen, Braunschweig 1869, eine Integrationsmethode der 
Gleichung (1) von d'Alembert in SehelVs Theorie der Bewegung und 
der Kräfte, Leipzig 1870. Die oben befolgte neuere Integrations- 
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methode ist auf Fourier zurückzuführen. Weitere Beispiele für die 
Ableitung der Am^ Bm (Anschlag der Saite durch einen harten Stift 
und elastischen Hammer) gibt HelmhoÜe, Lehre von den Tonempfin- 
dungen, Braunschweig 1870. 

Aufgabe 128. Längsschwingungen von Stäben und Saiten. 

Nach § 100. 

Die Gesetze der Längsschwingungen gerader prismatischer Stäbe 
unter der Voraussetzung abzuleiten, dass alle im ungestörten Zu- 
stande auf einem ebenen Querschnitte liegenden Punkte sich gleich- 
zeitig in gleicher Schwingungsphase befinden. 

Als Längsschwingungen von Stäben bezeichnet man Schwin- 
gungen, welche parallel der Stabaxe erfolgen. Man nimmt an, dass 
die Töne, welche bei Saiten und Stäben durch Reiben in der Längs- 
richtung entstehen, der gemachten Voraussetzung entsprechen. Wird 
die a;-Axe parallel der Stabaxe gelegt, so besteht nach Aufgabe 125 
die Grundgleichung 

(1) ^'^- = c« ^ 

worin mit k^^ Cpi c„ 



(2) c^y^-^=yfG=^yi'-E. 

Da Gleichung (1) von der in Aufgabe 122 betrachteten Form ist, 
so lautet die allgemeine Lösung 

(3) i = g>(x + ct) + i,{x-ct), 

und bedeutet c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störungen, 
welche wir nach Aufgabe 124 im vorliegenden Falle consequenter 
und wohl nicht weniger genau mit k =b CpiCi setzen können 

E. 



(4) ^=1/7^ 



Sollen die Temperaturänderungen ausser Acht bleiben, so hat man 
in (2) (4) Ä s= 1 zu verwenden. Die Form der vorläufig willkür- 
lichen Functionen ip^ ^ hängt vom Anfangszustande und sonstigen 
Bedingungen der Aufgabe ab. Das Vorgehen bei Ermittelung der 
Lösung und die Literpretation entsprechen ganz dem in Aufgabe 127 
gezeigten Verfahren, weshalb wir uns hier kürzer fassen können. 
Der resultirende Schwingungszustand jedes Punktes 



00 00 



(5) S =^Sm, U =^Ufn, 

1 1 
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entsteht wieder durch Uebereinanderlagerung aller mit m <» 1, 2, • • oo 
möglichen, einfachen Tonen entsprechenden Schwingungen. Es ge- 
nügt also ^m, tim auszudrücken, l möge die Stablänge bedeuten. 

a) Beide Enden festliegend. Ist der Stab oder die Saite an 
beiden Enden derart festgehalten, dass Bewegungen in den Längs- 
richtungen daselbst ausgeschlossen sind, und wird der Ursprung der 
Coor^linaten ans eine Stabende gelegt, so muss zu jeder Zeit t 

(6) g = für x = und x = l 

sein, wir erhalten 



(7) 



m 



g;n = sin y XX 



[Am 



m j I -r> • w* 

cos -,- nct -f- Bm sm -,- 



7tCt\y 



nc m 

Um = y W sm y ÄO; 



[B. 



m COS j- TCCt — Am Sm -,- ülCtj, 



Da diese Losung mit derjenigen in Aufgabe 127 übereinstimmt, so 
entspricht, wie dort, jedem einfachen Tone eine stehende Wellen- 
bewegung, deren Knotenpunkte an beide Stabenden und in die 
Grenzpunkte der m gleichen Strecken fallen, in welche sich die 
Länge l theilen lässt. Die Bäuche liegen in den Mitten dieser 
Strecken. Schwingungsdauer und Schwingungszahl des m^^ Tones 



(8) 



T = 



m 



2]_ 
mc 



mc 

^"' ~ 2T 



also des Grundtons 



(9) 



2t 



T,='- = mT,„, 



n. 



m 



^1 ~ 21 ~ m 



Diese letzteren Werthe gelten auch für den resultirenden Klang |, 
wenn der Grundton m = 1 vorhanden ist. 
Sind gegeben für ^ = 



(10) 



00 

(6>=o =^Am sin -^ %x = F (x), 



OD 



(^)<=:o=^,^,mJ?,ro sia^nx = G(x)j 



so gelten zur Bestimmung der Coefficienten A,n, Bm die in Auf- 
gabe 127 gefundenen Gleichungen 



(11) 



^m 







B 



m 



m 



\ 



hf^ (*) -• 



m 



sm y TCx • ax. 



WEYRAUCH , Aufgaben .anr Theorie elast. Körper. 
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Nach (4) (8) und A. 127, (3) 12) stehen die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten der Längs- und Querschwingangen der Saiten ^ sowie die 
Schwingungszahlen des m^° Tones im Verhältniss 

Diese Beziehung hat sich bei Versuchen von Ccigniard de Latour 
und WerÜieim bestätigt. 

b) Ein Ende festliegend, das andere frei. Der Stab sei nun 
einerseits wie oben festgehalten, während das andere Ende in der 
Längsrichtung frei beweglich ist. Wir legen den Ursprung der Co- 
ordinaten ans feste Stabende und haben dann zu jeder Zeit t 

(12) 5 — für a; = 0, || = für rr = /, 

letztere Beziehung mit Bücksicht auf A. 34, (3) oder A. 65, (1). 
Diesen Bedingungen genügt die Lösung 

u . 2m— 1 f- 2m~l . 

Im, = sm — 27 — ^^ L^« ^^^ ~~ii — ^^' 

+ Brn sm -^ TtCtj, 

«c 2m— 1 . 2m — 1 r,. 2m — 1 , 
Um= -^ 2 sm 2^ XX \B„, COS 2] *^^ 

. . 2m— 1 ."1 

— -4m sm — —^ — xctj. 

Auch hier entspricht jeder Losung 5m eine stehende Wellenbewegung, 
deren Knotenpunkte für sin — —, — xx = 0, das heisst für 

_n 2Z 4Z m-l Q, 

^ — ^> 2m-l' 2m-l ' *" 2m — 1 "^^ 

eintreten, während die Bäuche bei — ~j — «a: = + 1 oder 

l Sl bl j 

^ ~ 2m— 1 ' 2m — 1' 2m — 1 ' " " 

liegen. Schwingungsdauer und Schwingungszahl des m^^ Tons 
riA\ rp _i ^ « _ 2m — 1 c 

(14) Tn. = ^;;i— f --, Wm j— p 

und speciell des Grundtons mit wi = 1 

(15) T, =^ = (2in- 1)T., n, = ' 



(13) 



c ^ -/-"«> -1 4; 2m— 1 

Die Schwingungszahl des Grundtons ist also halb so gross, wie im 
vorigen Falle. Die Werthe (15) gelten auch für die resultirende 
Losung I, wenn die Particularlösung m = l auftritt. 
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Sind wieder gegeben für < ■= 



(16) 



00 



(S)<=o =2-4™ sin ^" , ^ «a; = F (x), 



2{ 



CO 



(u)/=.o = — y^. — ^ — -^rri sm — -^-, — nx 



2 



21 



= G{x\ 



so finden sich ganz wie in Aufgabe 127 

2w — 1 



(17) 



A 



m 



2 r 

— y I F (a?) sin 



22 



sro; • (2d?, 



B 



m 



I 

?_ fc 

(2m—l)ncJ 



G (x) sin — -j — itX'dx. 



c) Beide Enden frei. Der Fall, dass beide Stabenden in der 
Längsrichtung frei beweglieh sind^ ist von geringerem Interesse, als 
die schon behandelten Fälle, da die entsprechenden Schwingungen 
wohl kaum realisirbar sind. Legt man den Ursprung der Coordi- 
naten in einen Endquerschnitt, so gilt zu jeder Zeit t 



(18) 



dx 



= für rr = und x = l. 



Wir erhalten die Lösung 

Sm = cos ~ Tcx I -4m COS -j 7t ct -^ B^ sin y Ä c^J , 



(19) 



W,;» = -p fW cos f- TtX \Bm cos y Ä Of — Am SIU y « Cf 1 . 



Jedem einfachen Tone entspricht eine stehende Wellenbewegung, 



m 



deren Knotenpunkte mit cos y- ÄiC = bei 



X 



2 

2 m ' 



l 
2w ' 






2m— 1 
2 m 



m 



liegen, während die Bäuche für cos y äx = + 1 bei 



X^O, 



tn 



2Z 
m 



, • • • i 



eintreten. Schwingungsdauer und Schwingungszahl des m*®° Tons 
und speciell des Grundtons sind, wie im Falle a) durch (8) (9) be- 
stimmt. Die Werthe (9) gelten bei Vorhandensein des Grundtons 
auch für die resnltirende Bewegung. 



21* 



- 324 - 
Sind gegeben für die Zeit ^ = 



(20) 



00 



(öf=o =^^A„, cos ^ nx = F{x), 
1 

00 

00/ =0 = ~f^ ^^ -B« COS y «a: = G (x), 



so liefert ein Vergleich mit der Fourier^schen Reihe 

i 



oo 



f(x) = ^, Cm cos ^ *a:, worin Cm = ^ 1 fi^) ^^^ i ^^'äx, 



-rß 



die Coefficienten in (19) 







(21) 



^m 






tn 



F(x) cos -,- nX'dXf 



Bm = / G (x) cos ^ ÄiT • dx. 



Diese Werthe hätten sich^ ähnlich wie in Aufgabe 127, auch direct 
ableiten lassen. 

Beispiel. Für einen beiderseits festgespannten Golddraht you 
0,938 m Länge, 0,00422 m Dicke und 18035 kg specifischem Ge- 
wichte fand Wertheim mittelst des Sonometers die Schwingungszahl 
992,2. Die Schwingungsdauer, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und den Elasticitätsmodul anzugeben. 

Für die Schwingungsdauer hat man 

^1 = i ■= w ^''"''^'' 

für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach (9) 

c = 2Zni = 2 . 0,938 • 992,2 = 1861,4 m, 

und für den Elasticitätsmodul pro qcm bei Vernachlässigung der 
Temperaturänderungen nach (4) mit (9) 

XT A 12 2 4 • 18 036 • 0,938* • 992,2* non r\or\ i 

•^°^ft^'"i =— 9;8Ö89T ioooo =637030 kg. 

In dieser Weise haben unter Anderen Wertheim den Elasti- 
citätsmodul (Ann. de Chim. et de Phys. Ser. III, t. 12) und Wertheim, 
Chladni (die Akustik, Leipzig 1802) und Masson (Poggendorff's 
Annalen Bd. 103) die Schallgeschwindigkeit von Metallen bestimmt. 
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Aufgabe 129. Schwingungen von FlAssigkeitssäulen in Röhren. 

Pfeifen. Nach § 100. 

Die Gesetze der Schwingungen prismatischer Flüssigkeitssäuleu 
unter der Voraussetzung anzugeben, dass alle im ungestörten Zu- 
stande auf einem Schnitte senkrecht zur Säulenaxe liegenden Punkte 
sich gleichzeitig in gleicher Schwingungsphase befinden. 

Wir legen die x-Axe parallel der Säulenaxe. Nach Aufgabe 125 
werden in der Richtung der letzteren nur Longitudinalschwingungen 
der Gleichung 

fortgepflanzt^ worin für beliebige Flüssigkeiten 

(2) _ ^ . '=V^' 
und beispielsweise für Gase 

(3) c^^kgpV^ykgRT. 

Näheres hierüber und bezüglich der speciellen Ausdrücke von c für 
Dämpfe und tropfbare Flüssigkeiten siehe §§ 95, 96. 

Da Gleichung (1) von der in Aufgabe 122 untersuchten Form 
ist^ so haben wir wieder als allgemeine Lösung 

(4) g = 9 (^ + et) + !f^ (a; - et), 

und bedeutet c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störungen. 
Lösungen der Form (4) gibt es im Allgemeinen unendlich viele. 
Der resultirende Schwingungszustand entsteht durch üebereinander- 
lagerung aller gleichzeitig möglichen einfachen Schwingungen, ist 
also durch 



oo 



(5) l =^gm, n =^ Uv, 



7- 

1 

bestimmt. Die Form der Functionen g), ^ hängt von den speciellen 
Bedingungen der Aufgabe ab. Wir wollen einige Fälle betrachten. 
Dabei möge l die Rohrlänge bedeuten. 

a) Beide Enden geschlossen. Ist die Röhre an beiden Enden 
durch feste Querwände begrenzt und legen wir den Ursprung der 
Goordinaten in eine derselben, so muss zu jeder Zeit t sein 

(6) 5 = für x = und x = l 

Die Grundgleichung (1) und die Grenzbedingungen (6) stimmen ge- 
nau mit denjenigen für Fall a) der vorigen Aufgabe überein. Es 
gilt also auch die dort gegebene Lösung. 
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b) Ein Ende geschlossen, das andere offen. Ursprung der Coor- 
dinaten am geschlossenen Ende. Man nimmt dann an (siehe unten) 

1 = für x = 0, 



(7) 



ex " 



Die Grundgleichung und Grenzbedingungen entsprechen dem in Auf- 
gabe 128 behandelten Falle b) und es gilt die dort gegebene Losung, 
c) Beide Enden offen. Wir legen den Ursprung der Coordinaten 
an das eine Ende und haben dann zu jeder Zeit t 

(8) 11 = für a; — und a; = J. 

Grundgleichung und Grenzbedingungen entsprechen dem in der 
vorigen Aufgabe betrachteten Falle c) und es gilt die dort ge- 
gebene Lösung. 

Die Theorie der Schwingungen von Luftsäulen in Rohren wurde 
zuerst von Daniel Bemoulli und JEuler behandelt. Beide, sowie 
Lagrange und zahlreiche andere Autoren nahmen an, dass die Schwin- 
gungsphase für alle Punkte eines Querschnitts die gleiche sei, dass 
für feste Wände die Geschwindigkeit ti <» und für offene Enden 
die Condensation ^ = bestehe. Indem wir an Stelle letzterer An- 
nahmen die gleichbedeutenden 1^=0, 0=» — 6=^0 setzten und statt 
der hydrodynamischen Grundgleichungen von £u/er die Gleichungen 
des § 93 zum Ausgangspunkte wählten, wurde das Problem mit 
dem der Longitudinalschwingungen von Stäben identisch. Eine all- 
gemeinere Untersuchung der Schwingungen von Luftsäulen in Rohreu 
mit offenen Enden unter Voraussetzung eines Geschwindigkeits- 
potentials auf Grund der Euler'schen Gleichungen lieferte HdmhoUz 
in Crelle's Journal, 6d. 57, 1860, dabei anerkennend, dass die auf 
den gewöhnlichen Annahmen beruhende Theorie der Wahrheit sehr 
nahe kommt (um so mehr, je kleiner der Querschnitt der Rohre im 
Vergleiche zur Länge ist). Man sehe auch die Behandlung in 
Kirchhoff s Vorlesungen über mathematische Physik, L Mechanik, 
Leipzig 1877. 

Aufgabe 130. Torsionsschwingnngen von Stäben. Nach § 100. 

Ein prismatischer Stab sei bei einem Eudquerschnitt derart 
festgespannt, dass die dem letzteren anliegenden Flächenelemente 
keine Drehung um die Stabaxe vornehmen können. Es sollen für 
den Fall isotropen Materials die Gesetze von Schwingungen ange- 
geben werden, bei welchen alle anfänglich auf einem beliebigen 
Querschnitte gelegenen Körperpunkte gleiche Ceniriwinkel q> xxm 
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die Axe und von dem Querschnittsorte unabhäugige Wege parallel 
derselben zarficklegen* 

Wir legen die z-Axe in die Stabaxe, die Axen der x, y in die 
anfängliche Ebene des Einspannungsquerschnitts und haben dann 
nach A, 81, (1) (3) für genügend kleine qp 

(1) 6 = — 92/; n = vx> l^f{^,y)j 

(2) A^g=-y|^, A^i?-a;|^, A»e = AY, 

während die Dilatation oj = ist. Durch Substitution der drei 
letzten Ausdrücke in die Grundgleichungen § 97, (3) für Schwin- 
gungen isotroper Körper entstehen 

a*s G a'y 

dt* ~ y /i cz* ' 

= X 



et* '^ fi dz* ' 



dn G ,, 



dt* IL 

Jede der zwei ersten Gleichungen liefert mit Rücksicht auf (1) die 

Grundgleichung für Torsionsschwingungen 

/Q\ d*tp G d*q> 

^^^ dt* "~ >" dz* > 

während die dritte Gleichung 

(4^ dn_Gfc*i cn\ 

^^ dt* ~ > \dx* ^ dy*l 

den mit den Torsionsschwingungen verbundenen Längsschwingungen 

entspricht. Die letzteren sind für alle Querschnitte dieselben. 

Da Gleichung (3) von der in Aufgabe 122 betrachteten Form 
ist, so haben wir als allgemeine Lösung 

(5) qp = jr (a; + et) + ^{X'- et), 

unter %, ^ irgend welche von den specielleu Bedingungen des Falles 
abhängige Functionen ihrer Argumente verstanden. Es bedeutet ferner 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störungen, welche diejenige 
einfacher Transversalschwingungen in isotropen Körpern ist (§ 99). 
Der resultirende Schwingungszustand entsteht wieder durch Ueber- 
einanderlagerun galler gleichzeitig möglichen einfachen Schwingungen 
des Gesetzes (5), wir wollen sie, wie in den bisherigen Fällen, als 
Töne bezeichnen. Ist g^ die dem w*°° Tone entsprechende und q 
die resultirende Winkelgeschwindigkeit bei Zj so hat man 

OO CO 



(7) 'f='^<Pm, Q = -gj =^ 
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Specieller Fall. Wir betrachten hier den Fall, dass das nicht 
festgespannte Stabende vom Beginn der Schwingungen an vollstän- 
dig frei ist (während in Aufgabe 111 eine fremde Masse daran be- 
festigt war). Es sind dann Grenzbedingungen 

r für ;s? = 9> = 0, 

dtp 



(8) 



79 



z^l 



dz 



= 0. 



. 2«l — 1 

nc 2m — 1 
1 



[^ 



2m — 1 j , T> .2m — 
m COS s^— 7CCt-\- Bm Sm 



n 



21 



-TCCtj, 



Da die Form der Grundgleichung und Grenzbedingungen mit den 
entsprechenden Beziehungen fQr Fall b) der Aufgabe 128 überein- 
stimmt, so lautet die m^ Losung 

(9) 

Auch die Knotenpunkte, Bäuche und Schwingungszahlen sind ganz 
wie im Falle b) der vorletzten Aufgabe bestimmt. Für die Schwin- 
gungszahl Hm und Schwingungsdauer Tm des m^° Tones hat man 
beispielsweise 

2m — l -[/g^ J^ 



2m— 1 

sm — ;n — 7t B 



[B 



2m— 1 . - . 2m— 1 r\ 
mCOS— ^-5 — itct — Afn^in — ^r'^^^x • 



(10) n« = 

Sind gegeben f[ir die Zeit ^ := 

2m — 1 



(11) 



(g))<=o=^-4„sin 



22 



«« = F [e), 



00 



((»)«=o 



jrc "V7 2m — 1 T> 2i» — 1 

—^ — 2— -öm Bin — 2j— jce 

1 



G{z), 



dann hat man nach A. 128, (17) 

i 



(12) 



A 2 / Ti/ V . 2m — 1 j 







5, 



m 



== 7T> T^ — / ^ W sin -^7— TCZ'de, 

(2m — l)nc J ^ ^ 21 



Hatte der Stab zur Zeit ^ = überall die Winkelgeschwindigkeit 
Null, so müssen nach (11) alle B^ verschwinden, und waren zu jener 
Zeit alle q> gleich Null, so verschwinden alle Coefficienten Am' 

Der Stab sei beispielsweise durch irgend welche Kräfte ver- 
dreht und nach Eintritt des Gleichgewichts zur Zeit ^ = sich 
selbst überlassen worden. Dann verschwinden die Bm und ist nach 
A. 81, (4) 
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(13) (q>)t^o = F{z) = »Z, 

wenn d" den anfönglichen Torsions winkel^ das heisst 9 für ^ =» 1^ 
bedeutet. Nach (12) erhält man 

i 

(14) Arn — -y I g sm - -j~ %Z'dz = — "2 - _-^j, -^^ , 


die Schwingungen sind damit vollständig bestimmt. Wir haben für 
den Grundton 

(\o) 91 = --, sm —2^— ^s cos - -2^— n et, 

und fiir die resultirende Schwingung 

8/-^ / . « « . 1.3« 3jr . 

9 = -^,- (sm -2^ ^ cos 2^ c< - y sm -2|- ^ cos y^- c^ 

Der Absolutwerth von Am stellt die Amplitude der Schwingungen 
des nf^ Tones bei den Bäuchen dar. 

Nach (10) und A. 128, (14) ist das Verhältniss der Schwin- 
gungszahlen des einerseits eingespannten und andererseits freien 
Stabes für Longitudinal- und Torsionsschwingungen 

In § 59 ergab sich EiG^'c.-, sodass abgesehen von dem ge- 
ringen Temperatureinflusse 



(n«)i:(w„.>=l/|- 1,5811 



wäre. Beobachtungen für w =» 1 von Chladni (Poisson, Traite de 
Mecanique, II. öd. Paris 1833), Savart (Saint -Venant in Comptes 
rendus t. XXVIII) und Wertheim (Ann. de Ghim. et de Phys. Ser. III, 
t. XXV) ergaben 1,5, bezw. 1,6668 und 1,6309, also im Mittel 1,5992. 

Aufgabe 131. 6nmdgleichaiig für Qaerschwingungen von Stäben 

and Saiten. Nach § 100. 

Ein Stab mit anfänglich gerader Schwerpunktsaxe, durch welche 
eine Symmetrieebene geht, sei durch eine in jener Axe wirkende 
Kraft H gezogen {H positiv) oder gedrückt {H negativ). Der Stab 
werde auf beliebige Art in Schwingungen versetzt, bei welchen die 
Stabaxe in der Stabebene bleibt, während senkrecht zur anfanglichen 
Axe beliebige äussere Kräfte P^, Pg, . . in der Stabebene wirken. 



i 
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Es soll die Differentialgleichuug der fraglichen SchwinguDgen unter 
den Voraussetzungen der Navier^schen Biegungsformel abgeleitet 
werden. 

lieber die Berechtigung der JVatner'schen Biegungsformel haben 
wir uns am Schlüsse der Aufgabe 45 geäussert. Für den Fall, dass 
eine Axialkraft H und gleichmässige Temperaturänderungen filr je 
einen ganzen Querschnitt zu berücksichtigen sind^ wurde die Formel 
in Aufgabe 56 abgeleitet. Man wähle nun ein rechtwinkliges Co- 
ordinatensystem in der Stabebene, dessen Ursprung in einem der 
Axpunkte liegt; während die x-Axe parallel der anfänglichen Stab- 
axe liegt. Die Coördinaten x, y seien auf die Punkte der schliess- 
lichen Stabaxe bezogen. Dann gelten die Gleichungen der Aufgabe 51, 
deren Bezeichnungen wir beibehalten. Die zu irgend einer Zeit 
wirkenden äusseren Kräfte erzeugen für den Querschnitt x ein 
Moment 

X 

(1) M.^M-\-Ax-Hy-^P(x — a), 



und eine Kraft senkrecht zu x 

X 



Im Falle des Gleichgewichts würde das Angriffsmoment Mx dem 
Momente der widerstehenden Kräfte genau gleich und also nach 
Aufgabe 56 

* ex* 

sein, wenn E den Elasticitätsmodul und @ das Trägheitsmoment 
des Querschnitts hinsichtlich der Axschicht bedeuten. Beim Hinzu- 
treten von Schwingungen hat man 

(3) M, = -Ee^ + m,, 

unter m^ den auf die Schwingungen verwendeten Theil des Augriffs- 
moments Mx verstanden. 

Aus Gleichung (1) folgen 

dM^ dy 

- -— = V — H — 

dx * dx' 



(4) 



und aus (3) 



(5) 



X X YT 

dx"* ex dx* ' 



ex ex^ ' dx 

d*M^ d*y d*m^ 
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Wir erhalten durch Gleichsetzen der Ausdrücke für den zweiten 
Differentialquotienten von M, 



(6) 



dV^ 



a«y 



d'y 



a"m. 



dx dx* dx* ' dx* 

Fürs Gleichgewicht würde mit m^ «=» sein 



dV^ 



d'y 



ex 
Daher stellt 



.-^ = H~ —E& 



dx" 



dx* 






dx 



dx 



-^— ,- dx 



ex 
eV. 




denjenigen Theil von ^ - dx dar, welcher y^^ ^^ 

auf Bewegung des Stababschuitts zwischen den Querschnitten F 
bei X und a; + da; in der Richtung der positiven Vx oder negativen y 
wirkt; wir erhalten, weil i^Fdx die Masse dieses Elements bedeutet, 






C^) dx* ^^ dt* 

Mit (2) (7) aber folgt aus (6) die verlangte Grundgleichung 



^^^ ^^ ct^ ^ dx* ^^ dx* ^ dx 

In (8) hat man, wenn zwischen und x keine P angreifen, 

X 



wenn keiue äussere Kraft in der Längsrichtung wirkt 

ir = o, 

wenn keine Biegungswiderstände auftreten 

Hätten wir bei anfänglich horizontaler Axe eine gleichmässig ver- 
theilte Last von r/ pro Längeneinheit des Stabes, wie sie schon das 

X 

Eigengewicht darzustellen pflegt, so würde mit ^^ P = qx unsere 



Grundgleichung lauten 



„ TP ^^y — TT ^*y V 



s+* 



Die abgeleiteten Gleichungen gelten auch für Stäbe, welche in mehr 
als zwei Querschnitten senkrecht zur Axe gestützt sind (Saiten mit 
Steg, continuirliche Balken). 
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Aufgabe 132. Querschwingangen von Stäben und Saiten mit 

Biegnngswiderständen. Nach § 100. 

Es soll die allgemeine Losung der in Aufgabe 131 gegebenen 
Differentialgleichung für Querschwingungen Yon Stäben und Saiten 
unter der Voraussetzung ermittelt werden, dass nach Eintritt der 
Schwingungen neben den durch letztere bedingten Kräften nur eine 
äussere Kraft H in der anfänglichen Axe wirkt. Die Lösung ist 
dann zur Bestimmung der Schwingungszahl und Schwingungsdauer 
der häufigst vorkommenden ungespannten {H »» Q^ und gespannten 
Stäbe zu verwenden. 

Die Grundgleichung für den vorliegenden Fall lautet 

(1) ,p^.B-2.-Ee^, 

m 

worin das letzte Glied den Einfluss der Biegungswiderstände dar- 
stellt. Bei den Saiten der Aufgabe 127 nimmt man an, dass dies 
Glied gegen das vorhergehende vernachlässigt werden kann. Parti- 
cularlösungen von (1) sind, wie die Substitution lehrt, bei con- 
stanten n, a 

&"* cos2n7ttj &"' 9m2n7tt, c"~"* cos 2nÄ^, er''" Bm2nnt, 

wenn 

(2) AfiFn^st^ = E@a^— Ha\ 
und bei constanten n, ß 

ö**' cos 2n nt, 0^'* sin 2nnt^ erfi'* cos 2n Ttt^ e^fi** sin 2nnt, 
wenn 

(3) AfiFn^TC^ = E@ß^ + Hß^ 

gesetzt wird. Demnach sind auch Lösungen die mit cos 2n^^ und 
sin2n:r^ multiplicirten Grössen 

-. = sm ßx, — -^ =.co8 ßxy 

und wir erhalten als allgemeine Lösung bei beliebigen Constanten 
A, B, C, D, a, SB, e, 2) 

iy = cos 2w 7tt \A(f' + lie-"' + C sin ßx + D cos ßxl 
+ sin 2n7tt [?lc«* + SBt'-«' + C sin ßx + ^ cos ßx], 
während die entsprechende Oscillationsgeschwindigkeit wird 

t; = — sin 2n7ct \A€^' + Be^""^ + G sin ßx + D cos ßx] 

(5) { r n 

+ COS 2n7ct [%&'' + SBr-«* + © sin /3a? + S) cos ßxj. 
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Solcher Losungen können je nach den Werthen der auftretenden 
Constanten unendlich viele existiren. Der wirkliche Schwingungs- 
zustand des Stabes ist durch Uebereinanderlagerung aller im ge- 
gebenen Falle möglichen Einzelschwingungen oder einfachen Töne 
(4) (5) bedingt 

(6) y ^^y > ^' =2^' 

doch interessirt am meisten der Grundton , welchem die kleinste 
Schwingungszahl entspricht und gegen den die übrigen Töne zu- 
rücktreten. 

Die Schwingungsdauer T eines einfachen Tones folgt nach 
(4) (5) aus 

cos 2n7t(t -j- T) = cos 2nnt, sin 2nn{t + 2^) = sin 2n7r^, 

n ' 

iconach die Constante n die Schmngungszahl bedeutet Da aus (2) (3) 
für den Ton der Schwingungszahl n 



(7) 



" 2ES ^ V 4.E'S^ ^ E0 ^^ ^ ' 



H 
ES ' 



^ P — 2E9 ^ V AE^G^ ^ ES ^^^' 

so erkennt man^ dass Uy ß sowohl für positive als negative H reell 
sind. Die Gleichungen (7) liefern noch 

(8) a/} = 2««}^, a'-ß>^ 
und speciell für ungespannte Stabe hat man mit H =»0 

(9) « = ^ = 1^4^«. 

Hat der Stab zur Zeit ^ = seine Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit begonnen oder überhaupt zu jener Zeit in allen 
Punkten die Geschwindigkeit gehabt; dann muss (6) für ^ = 
bei jedem x den Werth t; = liefern, was nur zutriflFt, wenn alle 
St; 93, (£, S) verschwinden; die Einzelschwingungen also von der Form 

(10) y = cos 2njct [Aef" + Ber^' -f C sin aa: -f 2) cos ßx\ 

sind. Hat dagegen der Stab zur Zeit t '=0 seine Schwingungen 
aus der Gleichgewichtslage begonnen oder letztere überhaupt da- 
mals überall eingenommen, dann muss (6) für t ^=0 bei beliebigem 
X auf y = fQhreU; was erfordert, dass alle Ä, B, (7, D ver- 
schwinden, womit die Einzelschwingungen von der Form 

(11) y = sin 2n7tt [«e«' + ^e-"' -f (S sin /Sa; -f 3) cos ßx] 
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werden. Je nach den sonstigen Bedingungen der Aufgabe können 
auch bestimmte Kategorien der erwähnten Coefficienten wegfallen. 
Fuhren wir als Bezeichnungen ein 

a = -4 cos 2nnt '\- 9t sin 2n ^r ^, 
b '= B cos 2n7tt + S3 sin 2njtty 
c = (7 cos 2wÄ^ -j- 6 sin 2n7ct, 
d = D cos 2n%t -j-5D sin 2n%t. 

Dann gelten für beliebige Einzelschwingungen die Beziehungen 
y =a ae"* + 6e~*' + c sin /Ja; + d cos ßx^ 



(12) 



dy 



~- = aae^* — 6ae~"* + c/3 cos ßx — dß sin ßx, 



(13) 



IJ^ = aaV' + 6a« er-«' — c/3« sin ßx — dß^ cos /Jrr, 



« 3 -= aa^ef"' — 6a' e""«* — cß^ cos /Sa; + dß^ sin /Jrr, 

worin speciell für ungespannte Stäbe ß =^ a ist. Auf Grund dieser 
Gleichungen kann man die einem bestimmten Tone entsprechende 
Gestalt des Stabes zu beliebiger Zeit t untersuchen. Man hat z. B., 
wenn die a;-Axe von nun an in die anzügliche Stabaxe gelegt wird, 

Bedingung für Knoten 9 ^= ^^ 



7t 



7} 



>; 



» 



Bäuche 



dx ^' 



Wendepunkte p- , = 0. 



dx' 



Wir gehen nun zur Bestimmung der Schwingungszahlen für die 
wichtigsten Fälle über. Dabei soll der Ursprung der Coordinaten 
an einem Ende des Stabes liegen und l die Stablänge bezeichnen. 
a) üngespannter Stab mit einem festgeklemmten und einem frei 
schwebenden Ende. (Fig. 107.) Es sei ein Ende derart festgespannt, 
dass daselbst weder eine Bewegung parallel der j^-Axe, noch eine 
Drehung in der xy-Ehene möglich ist, während am anderen Ende 
beide Bewegungen frei eintreten können. Wird der Ursprung der 
Coordinaten an das feste Ende gelegt, so hat man zu jeder Zeit t 



(14) 



fttr a; = 



» 



X = l 



dx* 



=■0, 



dx "' 

-^ = 



die letzten beiden Bedingungen nach A. 131, (3) (4) wegen Mx = 0, 
Wx = 0, Vx = 0. Die Gleichungen (13) liefern wegen H=0, ß = a 
und (14) mit a: = 



r 
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a + 6 + c = 0, 

a — 6 + c = 0, 
woraus 

— 2a = c + ^> 26 «= c — d. 






— .rr:— • ^ 



Fig. 107. 

Mit X = l aber entstehen die Gleichungen 

ae**' + be~~^^ — c sin ccl — d cos al = 0, 
ac"' — 6e~"*' — ccos ai + rfsin al = 0, 

deren Addition und Subtraction mit Rücksicht auf die darüber 
stehenden Ausdrücke ergibt 

a (c"' + cos «Q = 6 sin al, 
j (er~«'+ cos af) = — a sin ai, 

woraus durch Multiplication 

(15) cos al «=^ — 



Den Lösungen al dieser Gleichung entsprechen die möglichen ein- 
fachen Töne. Des negativen Vorzeichens wegen liegen die al im 
2**", 3*"^, 6*~, 7**°, • • • Quadranten. Zu ihrer Berechnung kann man 
in (15) rechts erst einen Näherungswerth von al (etwa der Mitte 
oder einem der Enden des fraglichen Quadranten entsprechend) ein- 
führen, hiermit al berechnen^ diesen Werth wieder rechts einführen^ 
ein genaueres al berechnen u, s. w., womit sich der Wahrheit be- 
liebig nahe kommen lässt. Nach der Berechnung von Seä)€ck erhält 
man für den 

Ton ♦»= 1, 2, 3, 4, ••• ♦»: 

£^ = - = 0,59686, 1,49418, 2,50025, 3,49999, • • • ^"^"^ ^ • 

» 

Die Schwingungszahl und Schwingungsdauer des tn^" Tones sind 
nun nach (2) bestimmt durch die Gleichung 

(16) n^^Y—^-. 

Für den Grundton liefert dieselbe mit s^ = 0,59686 

,.-v 0,56968 l/lE9 1 

(17) . n -^—y-^=-^ 

während schon vom zweiten oder doch dritten Tone an 
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(18) 



n 



"" V 22 / 2 V fiF ~ T 



gesetzt werden kann. 

b) üngespannter Stab mit frei drehbaren Enden. (Fig. 108 mit 
H = 0.) Der Stab sei nun an beiden Enden derart gehalten, dass 
daselbst keine Bewegung parallel der j/-Axe erfolgen kann, die 
Drehung in der a;y-Ebene aber frei ist. Dann gelten zu jeder Zeit t 

(19) für a; = und x = l, y = 0, |^ = 0, 

die letzte Gleichung zufolge A. 131, (3) wegen Mx = 0, m, = 0. 
Die Gleichungen (13) ergeben mit ^ = a für x = 

a + 6 — d = 0, 
rf = 0, b = — a. 



woraus 



;J; 



/ 



^O _. ll /, 

<iii^»> a. i . ^ j^ >i(V<*- 






^ 



Fig. 108. 



Hiermit entstehen für x =^l 



woraus 



ac"' — aer^^ + c sin al = 0, 
aef^ — aer-"^ — c sin al = 0, 

a (€f^ ~ e-«0 = 0, a = = 6, 

c sin aZ <= 0. 

Da aber für c = überhaupt keine Schwingungen entständen^ so 
muss sein 

(20) « = -^, 

worin tn jede ganze Zahl von 1 bis oo vertreten kann. Für die 
Schwingungszahl n und die Schwingungsdauer T des w^ Tones 
erhält man damit nach (2) 

(21) „ = __^__ = _, 
also für den Grundton mit m ^^ 1 

(22) « = ^l/|l = 

c) üngespannter Stab mit festgeklemmten Enden. (Fig. 109 mit 
/f =0.) Sind beide Enden derart festgeklemmt, dass für sie weder 



1 
T 
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eine Bewegung parallel der y-Axe, noch eine Drehung in der xy- 
Ebene möglich ist, dann hat man zu jeder Zeit t 

(23) för X = und x = ly y — 0, ^=0. 

Es ergeben sich aus (13) wegen ß >=* a mit x '^0 

a + 6 + d — 0, 
a — 6 + c = 0, 



woraus 



2a «= c + d, 



26 = c — d. 




Fig. 109. 






jr 



i 



V 
y 



Für X =^l entstehen 

ac"' + 6c^*' + c sin a? + d cos al = 0, 
aef*^ — be~^^ + ^ cosai — d sin a{ = 0. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit a, so folgen durch 
Addition und Subtraction der zweiten mit Rücksicht auf die dar- 
über stehenden Ausdrücke 

c (sin al + cos al — c^') =« d (c"' + cos al — sin al), 

c (sin al — cos al + c^**) «s (? (e""' — cos ai — sin al), 

^woraus durch kreuzweise Multiplication 

(24) ' 2 



COS al = — , 



e-' + e-"' 



Da der Cosinus positiv ist^ so müssen die Lösungen al dieser Glei- 
chung im !*•", 4**", 5*^, 9*"°, . . Quadranten liegen. Dem ersten 
Quadranten entspricht al »» 0, womit keine Schwingungen ent- 
stehen. Die erste Lösung für Schwingungen liegt im vierten 
Quadranten. Die Berechnung der al kann in analoger Weise, wie 
unter a) angegeben, erfolgen. Nach Seebeck erhält man für den 

Ton in «=» 1, 2, 3, m: 



al 



£„ = - = 1,50562, 2,49975, 3,50001, 



2m+l 



n ' ' ' ' ' ' 2 

Für die Schwingungszahl imd Schwingungsdauer des m^° Tones 
hat man 



(25) 






und mindestens vom zweiten Tone an bis auf unmerkbare Diöe- 



renzen genau 

WarBAUOH, Aufgaben sur Theorie elait. Körper. 
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(26) n = [--^jr-) ^ K 7^ = t' 

d) Gespannter Stab mit frei drehbaren Enden. (Fig. 108.) Es 
sei jetzt eine (positive oder negative) Axialkraft H vorhanden, 
während die Stabenden der Voraussetzung unter b) entsprechen und 
also die Bedingung (19) gilt. Damit folgen aus (13) für a: = 

a + 6 -f- c = 0, 

aa^ + 6a* — dß^ = 0, 
woraus 

d(a* + /J^ = 0, d = 0, 6=-a. 

Für X = 1 erhält man bei Berücksichtigung dieser Werthe 

ac*' — ae-''^ + ^ sin ßl == 0, 

aa^^^ — au^e-''^ — cß^ sin ßl = 0, 

woraus durch Multiplication der ersten Gleichung mit ß und Addition 

a («* + ß*) (f' - ^"0 = 0, a = = 6, 

c sin /3Z = 0. 

Weil nun beim Verschwinden von ß überhaupt keine Schwingungen 
entständen^ so muss 

(27) ß = ^ 

sein, imter m eine beliebige ganze Zahl verstanden. Es folgt da- 
mit aus (3) für die Schwingungszahl und Schwingungsdauer des 
w*"° Tones 

(28) n = ^y-^ + j^-j^ = ^, 
und speciell für den Grundton mit w ==» 1 



(29) ^=2TV\.F +inF^ = T' 



(iF 
Bezeichnet man durch 



_ m 1/H 
^"'~ 21 V JF 

die Schwingungszahl des m*®° Tones der in Aufgabe 127 behan- 
delten Saite ohne Biegungswiderstände, mit g> einen Corrections- 
factor für die letzteren, so hat man nach (28) 

n = fpnm niit 
Bezeichnet femer 

die Schwingungszahl des ungespannten Stabes b) mit frei drehbaren 
EndeU; dann liefert (28) für den jetzigen Fall 



9>< 


= l/l + 


F0 
H 




Tim* 


./FG 
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einer von Savart auch für Drähte mit eingeklemmten Enden ge- 
gebenen empirischen Regel entsprechend. Setzt man die Schwin- 
gungszahl n = 0, so liefert (28) 



— H=P=-E& 



m««* 



die bekannte ^t^Zer'sche Zerknickungsformel. 

e) Gespannter Stab mit festgeklemmten Enden. (Fig. ,109.) Es 
sei schliesslich eine Axialkraft H vorhanden; während die Stabenden 
der Voraussetzung unter c) entsprechen, sodass die Bedingung (23) 
besteht Wir erhalten aus (13) mit x = 

a + ft-f (i — 0, 

acc — 6a + c/3 = 0, 
woraus 

— 2aa = cß -{■ da, 2bcc = c/J — da. 

Für X =^1 ergeben sich 

ae"^ -f- 6e"-«' -(- c sin /SZ + d cos ßl = 0, 

aaef^ — 6ar-«' -f cß cos ßl — dß sin ßl =» 0. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit a, so folgen durch 
Addition und Subtraction der zweiten mit Rücksicht auf die darüber 
stehenden Ausdrücke 

c (a sin ßl + ß cos ßl — /Je«') = d («e«' -f a cos /?/ — /3 sin ßl), 
c {a sin ßl — ß cos ßl + ßer-"^) = d (aer''^ — acosßl — ß sin ßt), 

woraus durch kreuzweise Multiplication 

(«« _ ßi) {^i — e-«') sin ßl = 2aß (e«' + e-«') cos ßl -^ 4«/}. 
Diese Gleichung liefert 



(30) tgßl= '"^ 



e 



und da; wie die Division ergibt; 

1 



1+2 



C08 ßl 



ctl I ^—al 



+ « 



ctl — al 

e — e 



g-ai ^ e-***' -f c-^^'H , 



so können wir auch schreiben 

(31) 2 1 

\ -^3r^/ («-"' + «-'"' + •••)]. 

Nach (7) wächst der Werth von al, welcher sich oben für 

ir=0 nahezu gleich — ~— je fand, mit zunehmendem H immer 

22* 
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mehr und bald ist al so gross oder e~-"' so klein, dass for die 
meisten Fälle positiver H 

(32) ^Sßl-^^^='-wV^^^^ 

schon eine sehr gute Näherungsformel ist. Der genaue Werth von 
ßl liegt zwischen mic und —~7'-~ ^7 welche Zahlen den Fällen ® = 

und iT = entsprechen. Berechnet man nun mit einem hiernach 
angenomnienen vorläufigen Werthe von ßl aus (3) eine vorläufige 
Schwingungszahl «, so liefert die Gleichung (32) mit diesem n ein 
genaueres ßl^ mit dem man wieder nach (3) ein genaueres n er- 
halten kann u. s. w. Sollte aber die Schwingungszahl genauer ge- 
wünscht werden, als sie Formel (32) liefern kann, so verwende man 
einen, wie vorerwähnt oder aus nachstehenden Formeln berechneten 
vorläufigen Werth von n zur Ermittelung von a, ß aus (7), sub- 
stituire die erhaltenen Zahlen auf der rechten Seite von (30) oder 
(31), womit sich ein genauer Werth von ßl ergibt, mittelst dessen 
man wieder n, a aus (7) genauer berechnen kann u. s. w. Es lässt sich 
so der absolut genauen Schwingungszahl beliebig nahe kommen. 

Für gewöhnliche Saiten, deren Biegungswiderstände nur von 
geringem Einflüsse sind, fand Seebeck auf Grund von (3) (32) durch 
geeignete Vernachlässigungen zur Verwendung in 

(33) n^<p^Y 
als erste Annäherung 

(34) 9,= 1 + -|-]/ 

und etwas genauer 



H 



fiF 



EG 



H 



(35) ^ = j/i + i-y^ + 



12 -f-m««" ES 



H 



Die in (33) mit dem Correctionsfactor g> multiplicirte Grösse stellt 
die Schwingungszahl des fn^° Tones für die Saite ohne Biegungs- 
widerstände dar. Setzt man in (34) dem Ereisquerschnitte ent- 
sprechend 

unter 6 die Beanspruchung pro Quadrateinheit verstanden, so folgt 



.-1 + tVt- 



Sind beispielsweise für eine Stahlsaite pro qmm E = 2i 500, 6 = 35, 

dann wird 

9»=l + 25-f, 
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wonach einer Saite Yon 0,16 mm Dicke und 400 mm Länge fp = 1,005 
entsprechen und die Schwingungszahl unter Annahme einer absohit 
biegsamen Saite nur Vg Procent zu klein erhalten würde. 

Die Theorie der Querschwingungen von Stäben wurde von 
Daniel Bemoulli begründet und von Euler und Poisson weiter- 
geführt. Bezüglich der Schwingungszahl und Gestalt der Stäbe hat 
S€d>eck die Untersuchung am Vollständigsten geliefert (Abhandl. der 
Königl. sächs. Gesellsch. der Wissenschaften 1849). Bei ihm findet 
man u. A. für die drei ersten der obigen Fälle auch die Knoten- 
punkte; Bäuche und Wendepunkte berechnet. Versuche von Savart 
(Ann. de Chim. et de Phys. Ser. III, T. VI), Strehlke (PoggendorJGTs 
Ann. Bd. XXVII) und Seebeck haben die Resultate der Theorie be- 
stätigt. 

Aufgabe 133. Schwingungen beliebig belasteter Balken. 

Nach § 100. 

Ein Balken mit anfänglich gerader Schwerpunktsaxe und frei 
drehbaren Enden sei auf irgend welche Art in Querschwingungen 
versetzt, nach deren Eintritt H=0 ist, während der Balken be- 
liebig belastet bleibt Die allgemeine Lösung der Schwingungs- 
gleichung A. 131, (8) anzugeben. 

Unsere Differentialgleichung lautet fiir den vorliegenden Fall 

Beim Fehlen der P ist die allgemeine Losung durch A. 132, (4) 
oder A. 132, (12) (13) gegeben, worin wegen IT«« nur /3 = a zu 
setzen ist. Die allgemeine Losung für beliebige Belastung muss 
beim Verschwinden der P auf die dort gegebene führen, wir 
setzea jetzt 

X 

(2) y = ac*^* + 6^«* + c sin aa: + d cos ax + ^-^ ^^(^ — ^)^ 



worin bei constanten, vom Anfangszustand und sonstigen Bedin- 
gungen der Aufgabe abhängigen A, B, C, 2>, Ä, S3, 6, 3) die 
Coefficienten 

a = -4 cos 2n«< + Ä sin 2n7ct, 

6 = JB cos 2nÄ^ + 5ßsin 2n3r^ 

(3) ^ 

- c = C cos 2n«< + (£ sin 2n;r^, 

d = D coB 2nnt + S)sin 2n%t 
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Functionen von t allein sind. Aus (2) folgen bei Beachtung von 
A. 2, (3) 

^ -= a I ac"' — her"' -^ c cob ax — d sin aajj 



dx 



2E9 ^ 





.^-^ =s «2 1 ae"* + be~ "' — c sin aa? — d cos «icj 



(4) 



+ W2'^(^~«)' 



a 
ä 



^^ = «^ I ae"* — 6e~ "* — c cos aa; + rf sin aa?J + -^^^Py 





aijp 





-|^ = a*[ac«' + &^«- + 6'8maa? + rfco8aa;] + -^^ ^^ , 
und wegen (3) 

V = -^ = 2njc lae^" + 6c~ *** + c sin ax -{- d cos «icj , 



(5) 



-^ = 4w^ Ä* [aß"* + 6e~ «* + c sin ax -{- d cos aa;J . 



a^ = 4n* ;np* 



J7e 



Gleichung (1) ist damit thatsächlich befriedigt, wenn 

(6) 

gesetzt wird. 

Nach (2) (5) wiederholt sich jede Schwingungsphase in Inter- 
vallen T, bestimmt durch 

sodass auch hier n die Schwingungszahl bedeutet. Auf Grund vor- 
stehender Gleichungen kann die Bestimmung der cCy n auf gleiche 
Weise wie in Aufgabe 132 erfolgen. Die Bedingungen fiir Bäuche, 
Knoten und Wendepunte bleiben die dort gegebenen. Der resul- 
tirende Schwingungszustand 

(7) y=2y' 

entsteht, wie immer, durch Uebereinanderlagerung aller gleichzeitig 
möglichen einfachen Schwingungen; doch überwiegt und interessirt 
am meisten die dem Grundtone entsprechende Einzelschwingung von 
kleinster Schwingungszahl n. Hat der Stab seine Schwingungen zur 
Zeit ^ = mit der Geschwindigkeit begonnen, so müssen ganz 
wie in Aufgabe 132 alle ?l, 83, ®, 3) verschwinden, womit für die 
Einzelschwingimgen nach (2) (3) 



v=^v 



(8) 
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y = cos 2n3tt lAef* + Ber "* -{- C sin ax -^ D cos axj 

+ «-i«'^J'(«-«)». 







Hat er dagegen seine Bewegung zur Zeit ^ = aus der Gleich- 
gewichtslage begonnen^ dann wird bei verschwindenden A, B, C, D 

y = sin 2n%t [äe"* + S3c^«* -{-^siaaz + ^ cos axj 



(9) 



+ «^>:^(^-«)''. 



^ES ^ 



Die abgeleiteten Gleichungen gelten bei festgespannten und frei 
drehbaren Stabenden für einfache und continuirliche Balken (A. 47). 

Aufgabe 134. Schwingangen plStzlich entlasteter Balken. 

Nach § 100. 

Für Stäbe mit anfänglich gerader Schwerpunktsaxe und frei 
drehbaren Enden sind auf Grund der Differentialgleichung A. 131, (8) 
anzugeben: 

a) Die Schwingungsverhältnisse bei beliebig gegebenem Anfangs- 
zustande und beliebigem H aber fehlenden Lasten P; 

b) die speciellen Verhältnisse derjenigen Schwingungen, welche 
durch plötzliche Entlastung des Stabes für H ^=0 entstehen. 

a) Beliebiger Anfangsznstand und beliebiges H. Nach Aufgabe 132 
ist der resultirende Schwingungszustand bestimmt durch 



CO 



(1) y =2 ym, V =^ V, 



1 l' 



worin wegen A. 132, (12) und a = 6 = (Z = für den m**" Ton 

(ym =* sin — xx \C,n cos -|^ 3r< + S,« sin -y ^r^J, 
dy^ 2n« m F 2n 2n "] 

Vm = -np = -y- sin fXX ©m COS -2" «^ — Cm siu -7- ÄH • 

Hierin ist nach A. 132, (28) die Schwingungszahl 



^o\ m -i/ H , ES m*n* 1 

während die Constanten Cm^ @m vom Anfangszustand abhängen und 
theil weise verschwinden können. Sind y, v für einen beliebig ge- 
wählten Anfangszustand als Functionen von x gegeben 
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(4) 



(y>-.o =^C„ sin "*- jcx = F (x), 






so erhält man, ganz wie in Aufgabe 127; durch Vergleich mit der 
Fourier' sehen Reihe oder direct 



(5) 



m 



-'ß 



(x) sin -j- nx • da?, 







s 



m 






m 



G (x) sin -p Äa; • da:. 



Hat der Stab zur Zeit ^ = seine Schwingungen mit der Ge- 
schwindigkeit Null begonnen^ so muss (1) för < == überall t; = 
liefern, was nur zutrifft, wenn sämmtliche 6,„ verschwinden, womit 



J/m '''^ Cm sin -, 7tX COS -p Sit 



wird. Hat er seine Bewegungen aus der Gleichgewichtslage be- 
gonnen, so muss (1) für ^ <== bei beliebigem x die Elongation 
y = ergeben, was erfordert, dass alle Cm gleich Null werden, so- 
dass wir erhalten 

(7) 



m sm -j- ^^ sin -r ^^' 



Nach (2) hat man für den dem m*®° Tone entsprechenden 
Schwingungszustand ''u jeder Zeit t 

l 21 31 



Knoten bei x =* 

m ' m 

und Grenzwerthe von y^ oder 

Z 32 



Bäuche bei x == 



m 



62 



2m ' 



2m ' 



2m 



h 



2m 



l. 



Für alle Stabpunkte sind gleichzeitig 



(«) 



yro = wenn Gm cos -7- ä^ + ©^ sin -7- ä^ »= 0, 



Vm = 



'm 



V 



Cm sin -,- Ä< — 6m COS -T- Ä< = 0. 



Wie bei den Querschwingungen vollkommen biegsamer Saiten ent- 
spricht also dem m*°° Tone eine stehende Wellenbewegung, deren 
Knoten und Bäuche in den Grenzpunkten und Mitten der m gleich 
langen Theilstrecken von l liegen. Bezeichnet man die in Inter^ 
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T 
Tallen — auf einander folgenden Zeiten der Gleichgewichtslagen 

und Grenzelongationen durch ta, to, so folgt aus (8) 
(9) ' ^ = tg -y nta = - cot -^ %to, 



m 



womit nach (2) die Grenzwerthe von y, 

(7 m (£„, w 

(10) Va = ^ sin -y «a; = ^ sin -y nx , 

, 008 -=- nt^ 008 -=- «ij, 

und die Grenzwerthe von Vm 

(11) «'o^T^y«- 

Der Absolutwerth von y^ ist die Amplitude der Querschwingungeu 

bei X. Speciell für die Bäuche hat man nach (10) mit sin ^%x ^=^1 

C ^ 

0^) y-^—fn 2^7• 

008 -y- nt^ coB — nt^ 

Alle Verhältnisse des Grundtons ergeben sich mit m = 1. 

b) PlStzUclie Entlastung und IT = 0. Die bis jetzt gegebenen 
Gleichungen bleiben bestehen. Nach (3) ist die Schwingungszahl 
des m**" Tones 

(13) ""--iirV-^' 

Es sei nun der Balken beliebig belastet gewesen, die Belastung 
aber zur Zeit t^^O plötzlich entfernt worden. Dann verschwinden 
alle 6« und ist nach A. 45, (4) für ^ = 

(14) y-^^-e^^ + ewJ'^^^-^)'"^^^)' 



worin nach A. 46, b) 

(15) /' = 6^^-P«(^-«)(2^-«)' A^\^P{l-a). 



Wir erhalten aus (5) 

Gm "=* X / ^ ®^^ Y X'dx — --^ j I :x^ Hin ^ 7CX ' dx 



(16) { 



und nach Ausführung der Integrationen (siehe unten) mit Rücksicht 
auf (15) 



(17) 
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2P 



^"* "^ EG m* «* j^ 



m 



2*" VT! ü • 



Der Schwingungszustand ist damit vollständig bestimmt. Beispiels- 
weise hat man für den m*®° Ton die Elongation bei x zur Zeit t 

(18) y,n = ^^^4-*- sm -^- Äo: cos -j- ^t > i* sm -j 7ta, 



/5 ^, 



Jf ^ ' r 2 ' 



.X. 



^ • 



a, a^ 



rrwry 



J 



Fig. 110. 

also zur Zeit ^ := die Grenzwerthe von y,» 

(19) Va = j-^^s^i^ Sin -j- «a; ^' P sin , «a , 



und speciell 

(20) bei den Bäuchen xfa = C»,. 

Für technische Zwecke würden selbstverständlich nur die Ver- 
hältnisse des Grundtons in Frage kommen, gegen welchen alle 
übrigen Schwingungen zurücktreten. Man hat dann mit m s= 1 die 
Schwingungszahl^ Elongation und Geschwindigkeit 



*" :E9^ "^ y a; sm -p «< VPsrn -j-- 



(21) 







Wollte man die Schwingungen eines Brückenbalkens nach dem 
Ueberfahren eines Eisenbahnzuges nach vorstehenden Gleichungen 
beurtheilen, so wäre für ^ <== eine mittlere Zugstellung in Betracht 
zu ziehen. 

Es erübrigt uns nun noch die Ableitung der Integralwerthe in 
dem Ausdrucke (16), womit Gleichung (17) entstand. Man erhält 
durch theilweise Integration 
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« Sin -j- «x ■ ax = — I — cos , «xi -\- -- I coa j- äx ■ dx 

(22) Jx sin ^ «a. . da; = _ (- l)" ^, 
und in analoger Weise 

/_a ■ tn j /'*' t» V ■ 3' / _s m 

ar sin -T- «a; ■ da; = — f~- cos -y- «xj -| / ar cos .- xx-ilx 



/ ,\» J' , 31 nx' . m \i 6P /* . m 

(23) /r'8in-^«a;.d« = — (-l)''^ + (- l)"^.- 

Bei Ableitung des SunimeDintegrals ist von dem in Aufgäbe '2 
gegebenen Verfahren Gebrauch zu machen. Es folgt aus A. 2, (ij) 

/ ^ P(x — o)* sin -j- «a; ■ d« ^ ^ ^ / (^ — «)* sin y Jtx ■ ilr , 

und durch theilweise Integration 

/ , M 

f (x — a)" sin -jnx-dx 

llix-ay m y , Sl /, ,, m , 

= — ( ■ ■ — cos y xx) + ^ / (^ — ") cos y «X ■ dx, 

/ ,V"'(J-a)' , / .Yf>l'(l~a) . Hl* . m 
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sodass wir erhalten 



(24) { 



f^Pio:- «)' Bin ^:tx.dx (- !)■» -'.^P^-a)» 

t/ 



62» '^-r./, N . Ql* ^-^ . m 



- ( - 1)» ^*2P(.' - «) + ^^^^^ T ««• 



Mit (22) -(24) führt (16) auf (17). 

Beispiel. Es sei zur Zeit t = nur eine Last P an beliebiger 
Stelle a auf dem Träger gewesen. Dann hat man nach (18) fOr 
den w**" Ton 

sin ^ xa sm i- xx cos -^- Ät. 



Es fällt der m^ Ton weg für 

tn ^ m ^ m ^ m ' 

und verschwinden umgekehrt bei bestimmtem a diejenigen Tone, 

für welche 



l 21 Sl 
a ' a ' o ' 



. « 



ganze Zahlen sind, speciell f ür a = -g- die Töne 

w= 2, 4, 6, ••• 

In diesem letzten Falle haben wir für den m^^ Ton die Elonga- 

tion bei x 

2PZ» . msr . m 2n . 

y^ = EW^iü^^ ^'"^ "T ^^"^ T ^^ ^^^ T ^^' 



und die Schwingungsamplitude bei den Bäuchen mit sin -^ XX'^I, 

2n . . * 

cos ~j-xt=l 

' _ 2PP , ^ 

^~ E9m*n^ = ±: ^m- 

Die Amplituden der vorhandenen Töne 

1, 3, 5, 7, •• m •• 

stehen hiernach im Verhältniss 

1 . JL . J_ . -L. * 

81 ' 626 • 2401 • * * ~m* * * ^ 

sodass der Grundton weit stärker als bei Saiten überwiegt, für 
welche das entsprechende Verhältniss —j war. Der resultirende 
Schwingungszustand ist bestimmt durch 

y = EG^^ L«'^ - X cos -y-^ ^ - gj sin ^ X cos -^ t 

,1.6« 2flrn. . 1 

+ 626 ^^'^ fXi^O^-^i J, 

worin n,, n^, w,, . . . die Schwingungszahlen der Töne m «= 1, 2, 3, . . 
bedeuten. Diese Schwingungszahleu sind nach (13) von der anfäng- 
lichen Belastung ganz unabhängig. 



FeUerverzeicbniss zur Tbeorie elastiseber KSrper. 



S. 9 unten ist beizufügen mit mn »» An. 

S. 11, Zeile 9 hat im Nenner der zweiten Formel An an Stelle von Ai^ zn treten. 

S. 18, Zeile 2 ist ^^^dt* für 'i|ff^gdt und Zeile 3 fff^gdt für iff^^ zu setzen. 

Formel (21) soll lauten 

(X + s^dt)(l + 6^dt) 

S. 29, Zeile 3 und S. 93, Zeile 6 sind zu berichtigen 

f f f 

M *X 'tf '* 



" COS {^x) cos (ny) cos (nr) 

In den Formeln Zeile 19 und 21 müssen die Indices der f vertauscht 
werden. 

S. 39, Zeile 5 von unten hat P^^ den Factor 2 zu erhalten. 

S. 114, Zeile 19 soll negcUive an Stelle von negativer treten. 

S. 183, Zeile 4 und 6 sind die Worte die, mit, hehafteten Glieder zu streichen. 

S. 181, Zeile 11 und 12 ist der Index n an i7,„„t i^^n wegzulassen. 

S. 193 in den Formeln (1) ist links der Factor m vor die 2j zu setzen. 

S. 199, Zeile 1 hat können nwr statisch bestimmt sein an Stelle von sind statiscJt 
bestimmt zu treten, ebenso Zeile 9 können nur stabil sein an Stelle von 
sind stabil. In Zeile 6, 7 und 15 sind kann und eintreten für tritt und 
ein zu setzen. In Zeile 7 ist statisch -wibestimmte mit labile zu ver- 
tauschen. 

S. 206, Zeile 12 hat kann nur stabil sein an Stelle von ist stabil zu treten. 

S. 210, Zeile 5 ist (5) für (3) zu setzen. 

S. 214 Der Formel (3) ist rechts das negative Glied — EF ax beizufügen. 

S. 220 im Zähler der Formel (9) soll e anstatt o stehen. 

S. 221 in Formel (13) hat o an Stelle von a vor die mittlere Klammer des 
Nenners zu treten. 

S. 223, Zeile 10 ist 74 statt 73 zu schreiben. 

S. 260 in den Formeln (4) (5) sind vor — Minuszeichen zu setzen und eben- 

solche in den Formeln (6) an Stelle der Pluszeichen. 
S. 256, Zeile 1 ist > mit < zu vertauschen. 

Einige weitere Fehler sind S. 279 der Theorie elastischer Körper an- 
gegeben. 



FeUerrerzeicliniss zi dieser Anfgabensammlang. 

S. 4, Zeile 6 Ton unten sind die Integralgrenzcn a «tatt zu geben. 

S. 86, Zeile 12 von Miten Ut Gärtner fitr Ameltm^ eu aeUen. 

S. S25 nach dem sweiten IntegraUeJcbeD der Fonnel (6) Ut eine Klammer 

eiatnfägen. 
S. 936, Zeile 15 ist du Wort die zn streichen. 
S. 23g, Zeile 11 von unten hat itönn^n nur gtatiseh bestimmt Bein an Stelle top 

eind statisch butimmt zu treten, ebenso in Zeile 4 von nnteD kürMtn 

nwr ttabil Mtn an Stelle von sind »tabil. In Zeile < Ton unten sind 

kann und eitUreten für tritt und ein zu setzen. 
S. 239, Zeile 2 ist kann für tritt zu setzen and nach Stabilität eintreten ein- 

znfügen. 
S. 26B, Zeile 14 von onten soll iSöS an Stelle von 1865 stehen. 
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